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生命保険会社におけるアセット・アロケーションの頑健最適化問題に対する近似解析解

バトボルド ボロルソフタ ∗ 菊池 健太郎 楠田 浩二 †

滋賀大学大学院博士後期課程 滋賀大学 滋賀大学

和文概要 世界金融危機以降，金融機関では，確率過程自体を特定出来ない「ナイトの不確実性」下での
投資の頑健化に対する認識が高まっている．楠田・菊池 [8]は，ナイトの不確実性下，「相似拡大的頑健効用」
（Maenhout [10]）を持つ投資家の株式指数と全満期の国債を投資対象とする消費と長期証券投資の最適化問題
において，アフィン 2ファクター証券市場モデルを仮定し，HJB(Hamilton-Jacobi-Bellman)方程式に現れる
非斉次項を Campbell and Viceira [3]，楠田 [6]の対数線形近似法で近似して解析解を導出している．楠田 [7]

は，生命保険会社の生保販売を証券の空売り投資と見做し，生保債務をポートフォリオに組み込む新たなアプ
ローチにより，生保頑健運用問題を楠田・菊池 [8]の問題枠組みの中に位置付け，近似解析解を与えている．
しかし，同モデルの実証分析結果（久保・楠田 [5]）はアフィン 2ファクター証券市場モデルが株式指数と全満
期の国債の価格過程を近似し得ないことを明らかにしている．本稿では，証券市場モデルを一般次元のアフィ
ン潜在ファクター証券市場モデルに一般化し，投資対象を非債券の主要指数全般と全満期の国債に拡大した，
消費と長期証券投資の頑健最適化問題に近似解析解を与えているバトボルド・菊池・楠田 [2]を応用して，生
保の頑健運用問題に対する近似解析解を導出する．

キーワード: 確率制御，頑健効用，近似解析解，生命保険，潜在ファクター，ナイトの不
確実性

1. 序論

世界金融危機では，金融工学等に基づく先進的リスク管理技術を有していると評価されて
きた欧米の一流の金融機関の少なからずが世界金融危機において想定外の莫大な損失を被っ
たとみられている．これは彼等が過去の統計データに基づく推定により想定した「標準確
率」よりも現実の確率が大きく下振れしていたことに加え，こうした「ナイトの不確実性」
(Knight [9])下の「モデル・リスク（下振れリスク）」を想定した投資決定・リスク管理が機
能不全に陥っていたことを意味している．このことは金融機関等の投資家が標準確率に全面
的に依拠出来ないナイトの不確実性下で下振れリスクに対し頑健な投資決定・リスク管理等
を行う必要があることを改めて強く示唆している．
本稿では，生命保険会社のアセット・アロケーションの頑健最適化問題を考察する．生命

保険会社は，短期から超長期までの異なる満期と異なる予定利率から構成される複雑な期
間構造を有する債務を抱えているため，イールド・カーブの変化に応じて生命保険会社の時
価債務は時々刻々変動している．勿論，短期から超長期までの国債購入によるデュレーショ
ン・マッチングを行えば保険債務の確実な履行は出来るが，このとき，運用収益率は大幅に
低下し，予定利率の低下や役職員給与の引下げを余儀なくされよう．しかし，運用収益率の
向上を企図して株式・外国国債等のリスクの高い証券の投資比率を高めれば，保険債務の確
実な履行のためのリスク管理が困難となる．
楠田・菊池 [8]は，ナイトの不確実性下，「相似拡大的頑健効用」（Maenhout [10]）を持つ

投資家の株式指数と全満期の国債を投資対象とする消費と長期証券投資の最適化問題におい
∗連絡先 bolorsuvd@biwako.shiga-u.ac.jp
†本研究は JSPS科研費 26380392の助成を受けたものである．
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て，短期金利と平均短期金利を状態変数とするアフィン 2ファクター証券市場モデルを仮定
し，HJB(Hamilton-Jacobi-Bellman)方程式に現れる非斉次項を Campbell and Viceira [3]，
楠田 [6]の対数線形近似法で近似して解析解を導出している．
楠田 [7]は生命保険会社の生保販売を証券の空売り投資と見做し，生保債務をポートフォ

リオに組み込む新たなアプローチにより，生保頑健運用問題を楠田・菊池 [8]の消費と長期
証券投資の最適化問題の枠組みの中に位置付け，近似解析解を与えている．しかし，同モデ
ルの実証分析結果（久保・楠田 [5]）は，アフィン 2ファクター証券市場モデルが株式指数
と全満期の国債の価格過程を近似し得ないことを明らかにしている．
本稿では，証券市場モデルを一般次元のアフィン潜在ファクター証券市場モデルに一般化

し，投資対象を非債券の主要指数全般と全満期の国債に拡大した，消費と長期証券投資の頑
健最適化問題に近似解析解を与えているバトボルド・菊池・楠田 [2]を応用して，生保の頑
健運用問題に対する近似解析解を導出する．
本稿の次章以降の構成は次の通りである．2章では，アフィン潜在ファクター証券市場モ

デルを紹介し，3章では生保頑健運用モデルを説明する．4章では，生保頑健運用問題の近
似解析解を導出し，近似最適投資比率を示す．5章で，今後の課題を述べる．

2. アフィン潜在ファクター証券市場モデル

本章では，バトボルド他 [1]のアフィン潜在ファクター証券市場モデルを市場環境，同環
境の下での証券の無裁定価格の確率過程の順に説明する．

2.1. 市場環境

無限連続時間の摩擦の無い証券市場経済を考察する．投資家共通の最も有り得べき確率測
度と情報構造は完備フィルター付き確率空間 (Ω,F ,F, P )によりモデル化されている．ここ
で，F = (Ft)t∈[0,∞)はN 次元標準ブラウン運動Bによって生成される自然なフィルター付
けである．確率測度 P の下での期待値作用素をEと表記する．市場では，安全証券 (以下，
「短期安全証券」と呼ぶ)，「中長期安全証券」としての満期までの期間が最長 τ̄，額面 1円，
任意の満期の信用リスクの無い割引債（以下，「割引国債」と呼ぶ）1，J 種類の非債券の主
要指数（株式指数，REIT指数，商品指数等）が任意の時点で市場で取引されている．短期
安全証券の価格を P 円，満期 T の割引債の価格を P T 円，非債券の主要指数の配当込みの
価格を Sj円と表記する．ここで，P0 = 1円である．
本稿では，一般性の高い，アフィン潜在ファクター証券市場モデルを仮定する．

仮定 1. N 次元潜在ファクターXtは次の確率過程に従う．

dXt = K(θ −Xt) dt+ Σ dPt, (2.1)

ここで，θはN 次元定数ベクトル，K,Σは N ×N 定数行列である．また，Kは次のよう
に対角化可能な正値対称行列である．

L = Q−1KQ =


l1 0 · · · 0

0 l2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · lN

 ,

1厳密には，物価連動債が中長期安全証券であるが，我が国等の先進諸国では，直近 20年間以上，物価安
定が継続しているほか，物価連動債は流通量が限定的で，投資対象として組み入れ難いことから，本稿では，
国債を近似的に「中長期安全証券」と見做している．
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ここで，l1, l2, · · · , lN > 0であることに留意．
国債 (金利の期間構造）については，状態変数Xtのアフィン・モデル（Duffie and Kan [4]

）を仮定し，非債券の主要指数については，Mamaysky [11]の提案したアフィン型モデルに
おいて非定常項を捨象したモデルを仮定する．
仮定 2. 1. リスクの市場価格 Λt，瞬間的スポット・レート rtは，潜在ファクターXtの

アフィン関数である．

Λt = λ+ ΛXt, (2.2)

rt = r0 + r′Xt, (2.3)

ここで，K + ΣΛは正則である．

2. 非債券の主要指数の配当過程Dj
t は潜在ファクターXtの次式で表される関数である．

Dj
t = (dj0 + d′jXt) exp(Pj0t+ b′jXt). (2.4)

2.2. 証券価格過程

以下では，時点 tにおける割引国債の満期 T までの期間を τ = T − tと表記する．
補題 1. 仮定 1・2の下，証券価格過程は次を満たしている．

dPt

Pt

= rt dt, P0 = 1. (2.5)

dP T
t

P T
t

= (rt + b′(τ)ΣΛt) dt+ b′(τ)Σ dBt, P T
T = 1, (2.6)

ここで，b(τ)は次の非斉次の定数係数線形連立常微分方程式の解である．

db(τ)

dτ
= −(K + ΣΛ)′b(τ)− r, b(0) = 0. (2.7)

dSj
t

Sj
t

=
(
rt + b′jΣΛt

)
dt+ b′jΣ dPt, (2.8)

ここで，
Pj = −(K + ΣΛ)′−1(r − dj). (2.9)

証明. バトボルド他 [1]の補論A.1参照．

3. 生保頑健運用モデル

本章では，生命保険会社の生命保険販売を証券の空売り投資と見做し，生命保険債務を生
命保険会社のポートフォリオに組み込んだ楠田 [7]の生保頑健運用モデルについて説明する．
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3.1. 生命保険会社のモデル化

生命保険会社は一般に死亡保険，生存保険，生死混合保険，医療保険等を販売している．
我が国では，医療保険等の積立金額・運用残高は小さいので，生命保険会社の生命保険運用
問題を考察する本稿では，死亡保険，生存保険，生死混合保険の 3種の生命保険を対象とす
れば十分である．また，生死混合保険は死亡保険と生存保険の混合保険なので，畢竟，生命
保険会社のこれら 3種の生命保険の販売に基づく保険料収入と解約返戻金・保険金等債務は
生死混合保険で代表される．そこで本稿では，生死混合保険の代表的商品である養老保険を
対象とする．尚，生死混合保険における死亡保険部分の積立金額・運用残高は小さいので，
本稿の生命保険会社の運用モデル構築に際しては，生死混合保険における生存保険部分を中
心に抽象化作業を行うことを予め留意されたい．
今，相互会社形態の生命保険会社（以下，「生保」）が一定年齢を満期とする契約期間 τ̄ 年，

満期保険金が一口 1円の一時払い養老保険を販売している．当該養老保険の予定利率，解約
時の解約返戻金，死亡時の保険金については，次の仮定を置く．
仮定 3. 1. 生保は当該養老保険の保険料を予定利率（連続複利ベース）が満期までの期

間 τ̄ の国債の利率から一定率 κ1（同）引き下げた利率となるように設定して販売して
いる．すなわち，時点 tにおける当該養老保険の保険料は一口 exp(−κ1τ̄)P

t+τ̄
t 円に設

定されている．

2. 契約者が時点 tで満期までの期間τの養老保険を解約した場合，一口当りexp(−κ1τ)P
t+τ
t

円の解約返戻金が支払われる．

3. 被保険者が時点 tに満期までの期間 τ を残して死亡した場合は，受取人に満期保険金
（一口当り 1円）が支払われる．

被保険者が時点 tに満期までの期間 τ を残して死亡した場合に受取人に支払われる一口当
りの満期保険金 1円は養老保険における生存保険金（解約）価値 exp(−κ1τ)P

t+τ
t 円と死亡

保険金価値 (1− exp(−κ1τ)P
t+τ
t )円の合計金額と解釈出来る．先ず，後者の死亡保険金支払

いを除いた養老保険を考察する．このとき，生保は満期までの期間 τ の養老保険の各時点 t

における販売と解約返戻金・保険金支払いを通じて市場価値

Qt+τ
t = exp(−κ1τ)P

t+τ
t (3.1)

円の証券を売買していると見做せる．すなわち，生保の当該養老保険販売は一口当りexp(−κ1τ̄)P
t+τ̄
t

円の当該証券を空売りしており，当該養老保険解約時返戻金・死亡時保険金 exp(−κ1τ)P
t+τ
t

の支払いは当該証券の市場価値での買戻しと見做せる．そこで以下では，当該養老保険を当
該生命保険会社のみが空売り出来，契約者・受取人のみが当該生保に解約時・死亡時に随時
買戻しを請求出来る特殊な店頭売買証券に見立てる．
このとき，満期 T の生命保険証券の市場価格QT について，(3.1)式を微分し，(2.6)式を

用いると，次の確率微分方程式が得られる．

dQT
t

QT
t

= (rt + ΣΛt − κ1) dt+ Σ dBt. (3.2)

当該養老保険を証券に見立てると，生保は当該養老保険の販売と解約返戻金・保険金支払い
を通じて，満期までの期間 [0, τ̄ ]の養老保険証券群の空売りポートフォリオを組成している
と見做せる．
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満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の養老保険の時点 tにおける富Wtに対する保険債務比率（空
売り投資比率）を πt(τ)dτ と表記する．すなわち，πt(τ)は保険債務比率密度過程を表して
いる．保険債務比率密度過程は，分母の富の成長率，分子の保険債務残高を減少させる死亡
率と解約率に依存する．富の成長率，死亡率，解約率は，状態変数と満期までの期間に依存
すると考えられるので，次のように仮定する．
仮定 4. 保険債務比率密度過程 πt(τ)は次式に従う．

πt(τ) = π0(τ) + π(τ)′Xt, (3.3)

ここで，π0, πは区間 [0, τ̄ ]において原始関数の存在する可積分関数である．
各期 [t, t + dt]における満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の死亡保険金支払い総額を考察するた

め，当該死亡保険金の契約口数を ζt(τ)dτdtと表記する．被保険者の死亡率は一般に年齢の
増加関数とされているので，満期までの期間の或る減少関数 ε1(τ)で表されると仮定する．
このとき，各期 [t, t + dt]における満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の死亡保険金支払い総額は
ε1(τ)ζt(τ)(1− P t+τ

t )dτdtと表される．これは次のように書き換えられる．

ε1(τ)ζt(τ)(1− P t+τ
t )dτdt = ε1(τ)

(
1

P t+τ
t

− 1

)
πt(τ)Wtdτdt.

上式右辺の (1/P t+τ
t − 1)は状態変数の関数であり，且つ満期までの期間の増加関数である．

死亡保険の積立金額・運用残高は生存保険に比べて著しく小さく，積立金額・運用残高全体
に対する占率が著しく小さいことを考慮し，状態変数の変動を無視するほか，満期までの期
間 τ の影響については，τ の増加関数 ε1(τ)の影響と相殺すると見做し，次式が成り立って
いると仮定する．

ε1 = ε1(τ)

(
1

P t+τ
t

− 1

)
,

ここで，ε1は正の定数である．
また，保険の販売，積立金の運用・管理等に係る役職員給与を除く諸経費は運用残高に比

例すると仮定する．以上の考察より，次の仮定を設ける．
仮定 5. 1. 各期 [t, t+ dt]における満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の死亡保険金（生存保険価

値除く）の支払い総額は ε1πt(τ)Wtdτdtである．

2. 各期 [t, t+ dt]における満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の保険積立金の運用・管理等に係る
役職員給与を除く経費は ε2πt(τ)Wtdτdtである．ここで，ε2は正の定数．

以下では，富に対する全保険債務比率をΠtとそれぞれ略記する．すなわち，

Πt =

∫ τ̄

0

πt(τ) dτ. (3.4)

仮定 4の下，Πtは次式を満たしている．

Πt = Π0 +Π ′Xt, (3.5)

ここで，

Π0 =

∫ τ̄

0

π0(τ) dτ, Π =

∫ τ̄

0

π(τ) dτ. (3.6)
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3.2. 生保頑健運用問題

非債券の主要指数の富に対する投資比率を Φj
t と表記する．また，割引国債については，

任意の満期の割引国債を投資対象としているため，富に対する投資比率密度過程が最適化の
対象となる．そこで，割引国債の富に対する投資比率密度過程を φt(τ)と表記する 2．以下
では，次の記法を用いる．

Ψt =

{∫ τ̄

0

(
φt(τ)− πt(τ)

)
b(τ) dτ +

J∑
j=1

Φj
tbj

}′

Σ. (3.7)

以下，Ψtを適宜「投資」と略称する．
以上より，生保の予算制約式が導かれる．

補題 2. 仮定 1-5の下，富過程W は次の予算制約式を満たす．

dWt = {Wt (rt + κΠt + ΨtΛt)− ct} dt+WtΨt dBt, (3.8)

ここで，κ = κ1 − ε1 − ε2.

証明. 補論A.1参照．

生保の頑健効用について説明する．ナイトの不確実性下，生保は最も有り得べき確率測度
P 以外の確率測度の候補として，全ての「等価確率測度」3の集合 Pを想定する．そして，
生保は各計画に対し最悪の場合の等価確率測度を想定して，P上で「期待効用汎関数」を最
小化する等価確率測度（以下，「最悪確率」と呼ぶ）を求める．この際，参考確率 P を尤も
有り得べき確率と認識している以上，参考確率 P と大幅に乖離する最悪確率を想定するこ
とは慎重を通り越して杞憂の謗りを免れない．そこで，通常の期待効用に参考確率 P との
乖離に損失を与える項を付加することにより合理的な最悪確率を決定する「相似拡大的頑健
効用」を仮定する．
仮定 6. 生保は各期 [t, t + dt]の基礎的利益 ctdtに基づく，次式で表される相似拡大的頑健
効用の最大化を企図する．

U(c) = inf
P ξ∈P

Eξ

[∫ ∞

0

e−βt

{
c1−γ
t

1− γ
+

(1− γ)U ξ
t (c)

2δ
ξ′tξt

}
dt

]
, (3.9)

ここで，γは相対的危険回避度，δは曖昧性回避度（以下，「相対的曖昧性回避度」と呼ぶ）
を表す正の定数，U ξ

t は次式で再帰的に定義される効用過程である．

U ξ
t (c) = Eξ

t

[∫ ∞

t

e−β(s−t)

{
c1−γ
s

1− γ
+

(1− γ)U ξ
s (c)

2δ
ξ′sξs

}
ds

]
. (3.10)

予算制約式 (3.8)は，富過程が u = (c, Ψ)で決定されることを示しており，生保の効用最
大化問題における制御変数は u = (c, Ψ)であることが分かる．状態変数を Z ′ = (W,X ′)と
表記する．また，予算制約式 (3.8)を満たす制御変数 u = (c, Ψ)を初期状態 Z ′

0 = (W0, X
′
0)

2尚，このとき，或る特定の満期の割引国債の投資比率自体を非零とする投資を認めるため，許容される関
数 φの空間は超関数を含む関数空間とする．

3ここで，P̃ が P の等価確率測度とは，両測度の零集合が一致している場合（P (A) = 0 ⇔ P̃ (A) = 0）を
言う．
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に対する許容的制御と呼び，許容的制御の集合をB(Z0)と表記する．このとき，生保頑健運
用問題及び値関数 V (Z0)が次式で定義される．

V (Z0) = sup
u∈B(Z0)

inf
P ξ∈P

Eξ

[∫ ∞

0

e−βt

{
c1−γ
t

1− γ
+

(1− γ)V (Zt)

2δ
ξ′tξt

}
dt

]
. (3.11)

4. 生保頑健運用問題の近似解析解

本章では，生保頑健運用問題における最適投資の近似解析解を導出する．

4.1. 最悪確率の決定

最悪確率候補としての等価確率測度 P ξの下での標準ブラウン運動Bξは，

Bξ
t = Bt −

∫ t

0

ξs ds,

と表されるので，等価確率測度 P ξの下での状態変数に関する確率微分方程式は次のように
書き改められる．

dZt =

((
Wt(rt + κΠt + ΨtΛt)− ct

K(θ −Xt)

)
+

(
Wtπt

Σ

)
ξt

)
dt+

(
Wtπt

Σ

)
dBξ

t . (4.1)

従って，相似拡大的頑健効用における最適化の必要条件であるHJB方程式は次式のよう
に表される．

sup
u∈B(Z0)

inf
P ξ∈P

{(
Wt (rt + κΠt + ΨtΛt)− ct

K(θ −Xt)

)′(
VW

VX

)
+
1

2
tr

[(
WtΨt

Σ

)(
WtΨt

Σ

)′(
VWW VWX

VXW VXX

)]

− βV +
c1−γ
t

1− γ
+

(1− γ)V

2δ
ξ′tξt + ξ′t

(
WtΨt

Σ

)′(
VW

VX

)}
= 0, (4.2)

s.t. lim
T→∞

E[e−βTV（ZT )] = 0.

HJB方程式 (4.2)における ξに関する最小化条件より，最悪確率測度 P ξ∗が次のように求
められる．

ξ∗t = − δ

(1− γ)V

(
WtΨt

Σ

)′(
VW

VX

)
. (4.3)

最悪確率測度 P ξ∗をHJB方程式 (4.2)に代入すると，次式を得る．

sup
u∈B(Z0)

[(
Wt (rt + κΠt + ΨtΛt)− ct

K(θ −Xt)

)′(
VW

VX

)
+

1

2
tr

[(
WtΨt

Σ

)(
WtΨt

Σ

)′(
VWW VWX

VXW VXX

)]

− βV +
c1−γ

1− γ
− δ

2(1− γ)V

(
VW

VX

)′(
WtΨt

Σ

)(
WtΨt

Σ

)′(
VW

VX

)]
= 0. (4.4)
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4.2. 最悪確率下の効用最大化

HJB方程式における最大化の 1階の条件から制御変数の最適解 u∗ = (c∗, Φ∗)は次式を満
たしている．

c∗t = V
− 1

γ

W , (4.5)

Ψ ∗
t =

Ψ̂t

W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) , (4.6)

ここで，

Ψ̂t = Wt

{
−VWΛ′

t +

(
δVW

(1− γ)V
V ′
X − VWX

)
Σ

}
. (4.7)

最適基礎利益 (4.5)式と最適投資 (4.6)式をHJB方程式 (4.4)に代入して得られる偏微分方
程式から値関数はXtの未知関数G(Xt)を用いて次の関数形で表されると推測される．

V (Zt) =
W 1−γ

t

1− γ
(G(Xt))

γ . (4.8)

値関数 V に偏微分を施し，上記偏微分方程式に代入すると，次の命題を得る．
命題 1. 仮定 1-6の下，本問題 (3.11)の最適基礎利益，最適投資は，それぞれ (4.9)式，(4.10)
式を満たしており，値関数 V を構成する未知関数G(Xt)は 2階の偏微分方程式 (4.11)の解
である．

c∗t =
Wt

G(Xt)
, (4.9)

Ψ ∗
t =

1

γ + δ
Λ′

t +
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

G′
X(Xt)

G(Xt)
ΣX , (4.10)

1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

(
tr

[
ΣΣ′GX

G

G′
X

G

])
+

{
K(θ −Xt) +

γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

tΣ

}
GX

G
+

1

G
−
(

γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

tΛt +
γ − 1

γ
(rt + κΠt) +

β

γ

)
= 0.

(4.11)

証明. 補論A.2参照．

4.3. 偏微分方程式の非斉次項の対数線形近似

偏微分方程式 (4.11)は非斉次項1/Gを含んでおり，解析解の導出を困難にしている．Camp-

bell and Viceira [3]はすなわち，(4.9)式より，1/G(Xt)が消費・富比率 c∗t/Wtと等しく，同
比率が安定的であることに着目し，1/G(Xt)をE[log(c∗t/Wt)]の周りで対数線形近似してい
る．しかし，この場合，E[log(c∗t/Wt)]は時間変数に依存する．そこで，楠田 [6]は一定値を
とる limt→∞ E[log(ct/Wt)]の周りで対数線形近似を行っている．本稿もこれに従って非斉次
項を次のように対数線形近似する．

1

G(Xt)
≈ g0 − g1 logG(Xt), (4.12)
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ここで，

g0 = g1(1− log g1), (4.13)

g1 = exp
(
lim
t→∞

E
[
log
( c∗t
Wt

)])
. (4.14)

偏微分方程式 (4.11)における非斉次項 1/Gを (4.12)式で近似し，Λt，rtに，それぞれ (2.2)

式，(2.3)式を代入すると，次の近似偏微分方程式を得る．

1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

(
tr

[
ΣΣ′GX

G

G′
X

G

])
+

{
K(θ −Xt)−

γ + δ − 1

γ + δ
Σ(λ+ ΛXt)

}′
GX

G
− g1 logG

+ g0 −
γ − 1

2γ(γ + δ)
(λ+ ΛXt)

′(λ+ ΛXt)−
γ − 1

γ
{r0 + κΠ0 + (r + κΠ)′Xt} −

β

γ
= 0. (4.15)

近似偏微分方程式 (4.15)の解が次式で表される 2次関数の指数関数であることは容易に推測
される．

G(Xt) = exp

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
. (4.16)

このとき，

g1 = exp
(
− lim

t→∞
E [logG(Xt)]

)
= exp

(
lim
t→∞

[
−a0 − a′E[Xt]−

1

2
E[X ′

tAXt]

])
, (4.17)

については，次の補題が示される．
補題 3. 仮定 1-6の下，g1は (a0, a, A)により次式で表される．

g1 = exp

(
−a0 − a′θ − 1

2

(
θ′Aθ + tr

[
(Q−1Σ)′MQ−1Σ

]))
, (4.18)

ここで，行列 P の第 (i, j)成分を Pijと表記すると，

Mij =
1

li + lj
(Q′AQ)ij.

証明. バトボルド他 [2]の補題 3の証明参照．

4.4. 近似解析解

値関数を構成する未知関数G(Xt)が近似偏微分方程式 (4.15)の解として近似されている
場合の値関数，最適基礎利益，最適投資をそれぞれ「近似値関数」，「近似最適基礎利益」，
「近似最適投資」と呼び，それぞれ Ṽ , c̃∗, Ψ̃ ∗と表記する．このとき，次の命題を得る．
命題 2. 仮定 1-6の下，本問題 (3.11)の近似値関数，近似最適基礎利益，近似最適投資は次
を満たしている．

Ṽ (Zt) =
W 1−γ

t

1− γ
exp

[
γ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
, (4.19)

c̃∗t = Wt exp

[
−
(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
, (4.20)

Ψ̃ ∗
t =

1

γ + δ
(λ+ ΛXt)

′ +
γ(γ + δ)

(γ − 1)(γ + δ)
(a+ AXt)

′ Σ, (4.21)
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ここで，(a0, a, A)は連立方程式 (4.22)-(4.24)の解である．

1

2
A′ΣΣ′A+

δ

8(γ − 1)(γ + δ)
(A+ A′)ΣΣ′(A+ A′)

−
(
K ′ +

γ + δ − 1

γ + δ
Λ′Σ′

)
A− 1

2
g1A− γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′Λ = 0, (4.22)

A′ΣΣ′a+A′Kθ−K ′a− γ + δ − 1

γ + δ
(A′Σλ+Λ′Σ′a)−g1a−

γ − 1

γ(γ + δ)
Λ′λ− γ − 1

γ
(r+κΠ) = 0,

(4.23)

1

2
a′ΣΣ′a+

1

2
tr[ΣΣ′A] +

{
Kθ − γ + δ − 1

γ + δ
Σλ

}′

a

+ g1(1− a0 − log g1)−
γ − 1

2γ(γ + δ)
λ′λ− γ − 1

γ
(r0 + κΠ0)−

β

γ
= 0, (4.24)

ここで，g1は (4.18)式で表されている．

証明. 補論A.3参照．

4.5. 近似最適投資比率の代表的具体例

標準ブラウン運動がN 次元で，非債券の主要指数が J種類なので，割引国債については，
I(= N − J)群の投資対象を設定することにより，最適投資を決定出来る．次に，代表的な
2例を示す．
例 1. 投資家が割引国債の満期までの期間を I群に区分し，各時点において各区分への投資
比率密度を一定とする投資戦略を採用する場合を考察する．説明の便宜上，τ0 = 0，τI = τ̄

と表記し，割引国債の満期までの期間を (τ0, τ1], (τ1, τ2], · · · , (τI−1, τI ]に区分する．また，投
資比率密度過程を (φ1

1t, φ
2
1t, · · · , φI

1t)とするほか，次のように記法を定める．

Φ1t =

(
ΦP
1t

ΦS
1t

)
, B1 =

(
BP

1

BS
1

)
, (4.25)

ここで，

ΦP
1t =


φ1
1t(τ1 − τ0)

φ2
1t(τ2 − τ1)

...

φI
1t(τI − τI−1)

 , ΦS
1t =


Φ1
1t

Φ2
1t
...

ΦJ
1t

 , BP
1 =


∫ τ1
τ0

b′(τ)dτ∫ τ2
τ1

b′(τ)dτ
...∫ τI

τI−1
b′(τ)dτ

 , BS
1 =


b′1
b′2
...

b′J

 .

このとき，(3.7)(4.21)両式より，「危険証券」（非短期安全証券）への近似最適投資比率 Φ̃∗
1t

は次式で表される．

Φ̃∗
1t =

1

γ + δ
(Σ′B1)

−1(λ+ ΛXt) +
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
B−1

1 (a+ AXt)

+B−1
1

∫ τ̄

0

{
π0(τ) + π′(τ)Xt

}
b(τ)dτ. (4.26)
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尚，短期安全証券への近似最適投資比率は，

1 +Πt −
N∑

n=1

Φ̃∗n
1t ,

である．
例 2. 投資家は I種類の一定満期の割引国債を投資対象とする戦略を採用する場合を考察す
る．投資対象国債の満期を 0 < τ1 < τ2 < · · · < τI ≤ τ̄ とし，各満期の国債への投資比率を
ΦP1
2 , ΦP2

2 , · · · , ΦPI
2 とする．次のように記法を定める．

Φ2t =

(
ΦP
2t

ΦS
2t

)
, B2 =

(
BP

2

BS
2

)
, (4.27)

ここで，

ΦP
2t =


ΦP1
2t

ΦP2
2t
...

ΦPI
2t

 , ΦS
2t =


ΦS1
2t

ΦS2
2t
...

ΦSJ
2t

 , BP
2 =


b′(τ1)

b′(τ2)
...

b′(τI)

 , BS
2 =


b′1
b′2
...

b′J

 . (4.28)

このとき，(3.7)(4.21)両式より，「危険証券」（非短期安全証券）への近似最適投資比率 Φ̃∗
2t

は次式で表される．

Φ̃∗
2t =

1

γ + δ
(Σ′B2)

−1(λ+ ΛXt) +
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
B−1

2 (a+ AXt)

+B−1
2

∫ τ̄

0

{
π0(τ) + π′(τ)Xt

}
b(τ)dτ. (4.29)

尚，短期安全証券への近似最適投資比率は，

1 +Πt −
N∑

n=1

Φ̃∗n
2t ,

である．
留意点 1. 本稿の結果をナイトの不確実性を考慮しない場合の結果と比較するため，CRRA(Constant
Relative Risk Aversion)効用に基づく消費と長期証券投資の最適化問題に対し近似解析解を
導出しているバトボルド他 [1]を生保頑健運用問題に応用した場合に得られる危険証券への
近似最適投資比率は，本稿問題における δ = 0の場合であり，上記例 2では次式となる．

Φ̃∗
2t|δ=0 =

1

γ
(Σ′B2)

−1(λ+ ΛXt) +B−1
2 (a+ AXt) +B−1

2

∫ τ̄

0

(π0(τ) + π′(τ)Xt)b(τ)dτ. (4.30)

上式では，第 1項の近視眼的動機に基づく需要項は明示的に相対的危険回避度に反比例し，
第 2項の保険的動機に基づく需要項には相対的危険回避度は明示的には現れていない（但
し，(a,A)に陰伏的に含まれていることに留意せよ）．翻って，本稿における危険証券への
近似最適投資比率 (4.29)式では，近視眼的動機に基づく需要項は相対的危険回避度と「相
対的曖昧性回避度」の和に反比例し，保険的動機に基づく需要項にも明示的に両回避度が現
れている．
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5. 今後の課題

近似値関数を構成する係数体系 (a0, a, A)に関する連立方程式 (4.22)-(4.24)は一般に解が
複数存在するので，これら複数の解は本問題の最適解の候補に過ぎない．例えば，Campbell

and Viceira [3]が推測した解は，連立方程式 (4.22)-(4.24)においてA = 0とした場合に導出
される解に対応する．すなわち，本稿で示された高次の一般解における低次の候補解に過ぎ
ないのである．これら複数の候補解から最適解を識別する必要がある．実用的には，想定さ
れる状態変数空間の領域内の幾つかの状態変数Z0に対し，値関数 Ṽ (Z0)の数値の大小関係
を比較すれば識別出来るのかもしれない．しかし，本稿では値関数が近似関数に過ぎす，算
出される値関数の数値には近似誤差も含まれるため，大小関係が微差といった場合は最適解
を識別出来たのか，不安を払拭し難い．
こうした観点から，バトボルド他 [1]では，Maslowski and Veverka [12]の理論を援用して，

上記複数候補解から最適解を識別するための十分条件を与えた．Maslowski and Veverka [12]

では，通常の最大化問題を対象としており，本稿のような最小・最大化問題に適用すること
は出来ない．本稿の問題に対しても，最適解の十分条件を提示することは今後の課題である．
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A. 証明

A.1. 補題 2の証明

時点 tにおける満期までの期間 τ の割引国債価格を Pt(τ)，満期までの期間 τ の養老保険
価格をQt(τ)と表記する．短期安全証券，割引国債，主要指数から組成されるポートフォリ
オを (ϑP , (ϑP (τ)), (ϑi))とし，養老保険の契約口数を (ϑQ(τ))とすると，次式が成り立つ．

Wt = ϑP
t Pt +

∫ τ̄

0

ϑP
t (τ)Pt(τ)dτ +

J∑
j=1

ϑi
tS

j
t −

∫ τ̄

0

ϑQ
t (τ)Qt(τ)dτ.

このとき，自己資金充足的ポートフォリオ (ϑ, (ϑ(τ)), (ϑi))は，次式を満たしている．

dWt = ϑP
t dPt +

∫ τ̄

0

ϑP
t (τ)dPt(τ)dτ +

J∑
j=1

ϑi
tdS

j
t −

∫ τ̄

0

ϑQ
t (τ)dQt(τ)dτ

−
{
(ε1 + ε2)ΠtWt + ct

}
dt

= Wt

{(
1−

∫ τ̄

0

(
φt(τ)− πt(τ)

)
dτ −

J∑
j=1

Φj
t

)
dPt

Pt

+

∫ τ̄

0

φt(τ)
dPt(τ)

Pt(τ)
dτ

−
∫ τ̄

0

πt(τ)
dQt(τ)

Qt(τ)
dτ +

J∑
j=1

Φj
t

dSj
t

Sj
t

− (ε1 + ε2)Πtdt

}
− ctdt.

上式に，(2.5)(2.6)(2.8)(3.2)式を代入し，整理すると，(3.8)式を得る．

A.2. 命題 1の証明

先ず，最適基礎利益は，

c∗t = V
− 1

γ

W =

{(
G

Wt

)γ}− 1
γ

=
Wt

G
,

すなわち，(4.9)式が得られる．
次に，値関数に偏微分を施すと，次の式群を得る．

WtVW = (1− γ)V, VX = γ V
GX

G
, W 2

t VWW = −γ(1− γ)V,

WtVXW = γ(1− γ)V
GX

G
, VXX = γ V

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
.

値関数の偏微分結果より，最適投資 (4.6)式右辺の分子・分母は次のように表される．

Ψ̂t = V

(
(γ − 1)Λ′

t + γ(γ + δ − 1)
G′

X

G
Σ

)
, (A.1)

W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1− γ)V

)
= (γ − 1)(γ + δ)V. (A.2)
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ゆえに，最適投資 (4.6)式に (A.1)(A.2)式を代入すると，(4.10)式を得る．
偏微分方程式については，

WtVWΛ′
t(Ψ

∗
t )

′ +
1

2
tr

[(
WtΨ

∗
t

Σ

)(
WtΨ

∗
t

Σ

)′(
VWW VWX

VXW VXX

)]

− δ

2(1− γ)V

(
VW

VX

)′(
WtΨ

∗
t

Σ

)(
WtΨ

∗
t

Σ

)′(
VW

VX

)

=
1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

δ

2(1− γ)V
V ′
XΣΣ

′VX − Ψ̂tΨ̂
′
t

2W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) , (A.3)

に注意して整理すると，次の値関数 V に関する偏微分方程式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

δ

2(1− γ)V
V ′
XΣΣ

′VX − Ψ̂tΨ̂
′
t

2W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)
+Wt(rt + κΠt)VW + {K(θ −Xt)}′VX +

γ

1− γ
V

− 1−γ
γ

W − βV = 0. (A.4)

上記偏微分方程式における第 1項～第 3項は，(A.1)(A.2)式を代入し整理すると，次式が得
られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

δ

2(1− γ)V
V ′
XΣΣ

′VX − Ψ̂tΨ̂
′
t

2W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)
=

γ

2
V tr

[
ΣΣ′

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}]
+

γ2δ

2(γ − 1)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G

− 1

2(γ − 1)(γ + δ)
V

(
(γ − 1)Λ′

t + γ(γ + δ − 1)
G′

X

G
Σ

)(
(γ − 1)Λ′

t + γ(γ + δ − 1)
G′

X

G
Σ

)′

= V

{
γ

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
− γ − 1

2(γ + δ)
Λ′

tΛt −
γ(γ + δ − 1)

γ + δ
Λ′

tΣ
′GX

G

+
γ

2

(
γ − 1 +

γδ

γ − 1
− γ(γ + δ − 1)2

(γ − 1)(γ + δ)

)
G′

X

G
ΣΣ′GX

G

}
= γV

{
1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
− γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

tΛt −
γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

tΣ
′GX

G

+
δ

2(γ − 1)(γ + δ)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G

}
. (A.5)

値関数の偏微分方程式 (A.4)における第 6項は，(4.5)式を代入し整理すると，

γ

1− γ
V

1− 1
γ

W = γ
V

W

{(
G

W

)γ}
− 1

γ = γ
V

G
, (A.6)

を得る．
(A.5)(A.6)式等を値関数の偏微分方程式 (A.4)に代入し，両辺を γV で除して整理すると，

(4.11)式が得られる．

14



A.3. 命題 2の証明

関数 (4.16)に偏微分を施し，偏微分方程式 (4.15)に代入し，g0に (4.13)式を代入すると，
次式を得る．

1

2
tr [ΣΣ′ (aa′ + A+ aX ′

tA
′ + AXta

′ + AXtX
′
tA

′)]

+
δ

2(γ − 1)(γ + δ)

(
a′ +

1

2
X ′

t(A+ A′)

)
ΣΣ′

(
a+

1

2
(A+ A′)Xt

)
+

{
Kθ − γ + δ − 1

γ + δ
Σλ−

(
K +

γ + δ − 1

γ + δ
ΣΛ

)
Xt

}′

(a+ AXt)

+ g1(1− log g1)− g1

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
− γ − 1

2γ(γ + δ)
(λ′λ+ 2λ′ΛXt +X ′

tΛ
′ΛXt)

− γ − 1

γ

{
r0 + κΠ0 + (r + κΠ)′Xt

}
− β

γ
= 0. (A.7)

(A.7)式はXtに関する恒等式なので，(a0, a, A)に関する連立方程式 (4.22)-(4.24)が導出さ
れる．
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