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相似拡大的頑健効用と 2ファクター・ハル・ホワイト型本質的アフィン証券市場モデルに基づく

消費と株式指数・全満期国債投資の多期間最適化問題に対する近似解析解

楠田　浩二 1　　　菊池　健太郎

概 要

世界金融危機を契機に「ナイトの不確実性」を考慮した投資の頑健最適化の必要性が認識され始めてい
る。一方、長期投資を行っている多くの投資家、特に金融機関は短期から中長期或いは超長期までの債券を
中心とする運用を行っている。楠田（2013）は、ナイトの不確実性下で「相似拡大的頑健効用」（Maenhout
(2004)）を所持する投資家が株式指数と全満期の国債に投資する、消費と証券投資の多期間最適化問題にお
いて、短期金利と平均短期金利を状態変数とする 2ファクター完備アフィン・モデルを仮定し近似解析解を
導出している。本稿では、同モデルにおいて一定と仮定されているリスクの市場価格を状態変数のアフィン
関数に一般化した本質的アフィン・モデルの下で、必要条件である HJB 方程式の近似解析解を導出する。
同解は一般に複数存在することから、最適解である為の十分条件を導出する。

キーワード: 確率制御、頑健効用、近似解析解、金利リスク、債券投資、十分条件、2ファクター・モデル、

ナイトの不確実性、ポートフォリオ最適化
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1 序論

世界金融危機を契機に「ナイトの不確実性」を考慮した投資の頑健最適化の必要性が認識され始めている

一方、長期投資を行っている多くの投資家、特に金融機関は短期から中長期或いは超長期までの債券を中心

とする運用を行っている。後者の問題に関しては、Campbell and Viceira (2002)が、CRRA効用を所持する

投資家がバシチェック金利モデルの下で安全証券と一定満期の国債に投資する多期間最適化問題に近似解析解

を示している。前者の問題に関しては、Maenhout (2004)が「頑健効用」（Anderson, Hansen, and Sargent

(2003)）に効用関数の有すべき望ましい性質とされる「相似拡大性」を付与すべく改良した「相似拡大的頑

健効用」を提案し、ナイトの不確実性下で相似拡大的頑健効用を所持する投資家が一定金利の下、安全証券

と株式に投資する多期間最適化問題に解析解を与えている。

最近になって、楠田 (2013)はナイトの不確実性下で相似拡大的頑健効用を所持する投資家が株式指数と

「短期から超長期までの全満期の債券」を投資対象とする、消費と証券投資の多期間最適化問題を考察してい

る。そして、不況リスクに加え長期投資ならではの長期停滞リスクを捉える為、短期金利と平均短期金利を

状態変数とし、リスクの市場価格を状態変数のアフィン関数とする 2ファクター「本質的アフィン・モデル」

を仮定している。楠田 (2013)は本最適化問題の HJB方程式を満たす値関数の関数形を導出しているが、値

関数を構成する未知の 6係数体系は 6元連立非線形方程式の解であり、一般的に解は複数存在する。そこで、

金利モデルの係数への制約に加え、リスクの市場価格一定の「完備アフィン・モデル」（Duffee (2002)）を改

めて仮定することによって、解が 2個に絞られることを示しているが、2ファクター完備アフィン・モデル

は証券価格の変動を適切に捉えることは出来ない。

そこで本稿では、2ファクター本質的アフィン・モデルの下で導出される値関数の 6係数体系の 6元連立

非線形方程式の解が最適解であるための十分条件をMaslowski and Veverka (2013)の議論を応用して導出す

る。Maslowski and Veverka (2013)は、通常の目的関数の最大化問題に対し、一般化 Hamiltonian関数が満

たすべき条件を十分条件として導出している。本問題では、頑健性確保の為の最悪確率導出過程が最小化で

あり、問題全体は最小最大化問題となっていることから彼等の議論を直接適用することは出来ない。そこで、

1kusuda@biwako.shiga-u.ac.jp
本研究は JSPS 科研費 26380392 の助成を受けたものであり、滋賀大学経済学部附属リスク研究センター東アジア保険プロジェクトに
おける中国東北財経大学金融学院との共同研究の成果の一部である。尚、本研究の過程では、リスク研究センター長・久保英也教授に
有益な御指摘と御鞭撻を賜った。ここに特筆して厚く感謝申し上げる。
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最小化の結果現れる目的関数を最大化する問題が本来の問題の HJB方程式と同一の HJB方程式を導くこと

に着目し、同最大化問題の一般化 Hamilotonian関数を対象に十分条件を導出する。

本稿の構成は次の通りである。2章では、楠田（2013）の消費と証券投資の頑健最適化モデルを紹介する。

3章で、近似解析解の候補を導出し、4章で、最適解であるための十分条件を導出する。

2 楠田 (2013)の消費と証券投資の頑健最適化モデル

本章では、楠田 (2013)の消費と証券投資の頑健最適化モデルを紹介する。先ず、2ファクター・本質的ア

フィン・モデル等の市場環境を示した後、相似拡大的頑健効用を説明する。そして、同効用下の消費と株式・

債券投資の多期間最適化問題に対する解の必要条件である HJB方程式の導出過程と結果を示す。

2.1 市場環境

無限連続時間の摩擦の無い証券市場経済を考察する。投資家共通の最も有り得べき確率測度と情報構造は

完備フィルター付き確率空間 (Ω,F ,F, P )によりモデル化されている。ここで、F = (Ft)t∈[0,∞) は 2次元標

準ブラウン運動 zによって生成される自然なフィルター付けである。確率測度 P の下での期待作用素を Eと

表記する。一種類の消費財、株式指数、満期までの期間が最長 τ̄ の任意の満期の割引債が任意の時点で市場

で取引されている。株価指数の価格を S、満期 T の割引債の価格を BT と表記する。消費財空間は、消費率

過程 cが
∫∞
0

ctdt < ∞ a.s.を満たす非負値適合的過程の空間とする。

金利については、不況リスクに加え長期投資リスクである長期停滞リスクを捉える為、バシチェック・モデ

ルにおいて定数と仮定されている平均金利の変動を織り込んで満期の異なる債券間の相関の表現を企図した

ハル・ホワイト型モデル (Hull and White (1994))を仮定する。

仮定 1. 瞬間的スポット・レート rは次の過程に従う。

drt = κ(r̄t − rt) dt− σ dz1t (2.1)

dr̄t = κ̄(r̄ − r̄t) dt−
2∑

i=1

ρ̄i σ̄ dzit (2.2)

ここで、κは瞬間的スポット・レートの平均金利過程 r̄t への回帰速度、σは拡散係数、κ̄は平均金利過程の

平均金利 r̄への回帰速度、σ̄は拡散係数をそれぞれ表す正の定数である。また、ρ̄1, ρ̄2 ∈ [−1, 1]で、ρ̄1 は金

利変化 drt と平均金利変化 dr̄t の相関を表しており、ρ̄21 + ρ̄22 = 1を満たしている。

以下では、瞬間的スポット・レート rt を「短期金利」、平均金利過程 r̄t を「平均短期金利」、平均金利 r̄

を「長期平均短期金利」と呼ぶ。上記モデルは、状態変数 (rt, r̄t)の「アフィン・モデル」（Duffie and Kan

(1996)）に包含される。リスクの市場価格については、状態変数のアフィン関数と仮定された「本質的アフィ

ン・モデル」を仮定する。また、株式指数の収益率のボラティリティは一定と仮定する。

仮定 2. 1. リスクの市場価格 λは短期金利と平均短期金利のアフィン関数である。

λit = λi + λi1rt + λi2r̄t i = 1, 2 (2.3)

ここで、λi, λi1, λi2 は定数である。

2. 株式指数の収益率のボラティリティは (v1, v2)である。ここで、vi は dzit に対応するボラテリティで

ある。
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2.2 証券価格過程と予算制約式

補題 1. 仮定 1・2の下、株式指数 S と満期 T の割引債の無裁定価格 BT は次の確率微分方程式に従う。

dSt

St
=

(
rt +

2∑
i=1

viλit

)
dt+

2∑
i=1

vi dzit (2.4)

dBT
t

BT
t

=

(
rt +

2∑
i=1

σi(τ)λit

)
dt+

2∑
i=1

σi(τ) dzit (2.5)

ここで、τ = T − tで、 (
σ1(τ)

σ2(τ)

)
=

(
σ ρ̄1σ̄

0 ρ̄2σ̄

)(
b1(t)

b2(t)

)
(2.6)

ここで、(b1, b2)は次の非斉次の定数係数線形連立常微分方程式の境界値問題の解析解である。

d

dt

(
b1(t)

b2(t)

)
=

(
κ+ σλ11 σ̄

∑2
i=1 ρ̄iλi1

−κ κ̄+ σ̄
∑2

i=1 ρ̄iλi2

)(
b1(t)

b2(t)

)
+

(
−1

0

)
(2.7)

境界条件：b1(T ) = b2(T ) = 0

証明. 楠田 (2013)の補論 A.1参照。

投資家は初期時点の短期金利 r0、平均短期金利 r̄0、富W0を所与として、常に富が負とならないように株

式指数と全満期の国債を対象に投資することによって効用を最大化する問題を解く。通常は富に対する証券

の投資比率を最適化するが、本稿では、任意の満期の国債を投資対象としているため富に対する債券投資比

率密度過程 φt(τ)を最適化する。ここで、τ は国債の満期までの期間を表している。1また、以下では、全債

券への投資比率を Φと表記するが、

Φt =

∫ τ̄

0

φt(τ)dτ (2.8)

であることを予め留意されたい。

補題 2. 債券の投資比率密度過程 φと消費率過程 cを所与とする。このとき、仮定 1・2の下、富過程W は

次の予算制約式を満たす。

dWt =

{(
rt +

2∑
i=1

Ψitλit

)
Wt − ct

}
dt+

2∑
i=1

ΨitWtdzit (2.9)

ここで、
Ψit =

∫ τ̄

0

φt(τ)σi(τ)dτ + (1− Φt)ρiv i = 1, 2

証明. 楠田 (2013)の補論 A.2参照。

予算制約式 (2.9)は、富過程が u = (c, Ψ1, Ψ2)で決定されることを示しており、投資家の効用最大化問題に

おける制御変数は u = (c, Ψ1, Ψ2)であることが分かる。ここで、(Ψ1, Ψ2)は富のボラティリティを表している

ので、以下では、(Ψ1, Ψ2)を「富ボラティリティ・ベースの投資比率」、或いは、略して「投資比率」と呼ぶ。

予算制約式 (2.9)を満たす制御変数 u = (c, Ψ1, Ψ2)を初期状態 X0 = (W0, r0, r̄0)に対する許容的制御と呼

び、許容的制御の集合をB(X0)と表記する。このとき、最適投資問題は次式で定義され、同時に値関数 V (X0)

が定義される。

V (X0) = sup
u∈B(X0)

U(c) (2.10)

1尚、このとき、或る特定の満期の国債の投資比率自体を非零とする投資を認めるため、許容される関数 φ の空間は超関数を含む関
数空間とする。

3



2.3 相似拡大的頑健効用

ナイトの不確実性下、「頑健効用」（Anderson, Hansen, and Sargent (2003)）を所持する投資家は現実の確

率測度として P を尤も有り得べき確率測度（以下、「参考確率測度」、或いは「参考確率」と呼ぶ）と認識し

ているが、参考確率測度 P 以外の確率測度である可能性を否定出来ない。そこで、彼女或いは彼は参考確率

P 以外の確率測度の候補として、全ての「等価確率測度」2 の集合 Pを想定する。そして、彼女或いは彼は
各消費計画に対し最悪の場合の等価確率測度を想定して、P上で「期待効用汎関数」を最小化する等価確率
測度（以下、「最悪確率」と呼ぶ）を求める。この際、参考確率 P を尤も有り得べき確率と認識している以

上、参考確率 P と大幅に乖離する最悪確率を想定することは慎重を通り越して杞憂の謗りを免れない。そこ

で、参考確率 P との乖離に損失を与える、P に対する P ξ の相対エントロピーの割引現在価値

Rξ := Eξ

[∫ ∞

0

βe−βt logEt

[
dP ξ

dP

]
dt

]
(2.11)

を期待効用汎関数に次のように付加した汎関数を最小化対象とする。

U(c) = inf
P ξ∈P

Eξ

[∫ ∞

0

e−βtv(ct) dt

]
+

1

θ
Rξ (2.12)

ここで、β は割引率、vは時点効用関数、θは「曖昧性の回避度合」を表す正の定数である。

割引相対エントロピー過程Rξ
t の Skiadas (2003)による表現 3 を用いると、頑健効用は次式で表現される。

U(c) = inf
P ξ∈P

Eξ

[∫ ∞

0

e−βt

{
v(ct) +

1

2θ

(
ξ21t + ξ22t

)}
dt

]
頑健効用において曖昧性の回避度合を表す θは一定で状態に独立である。また、効用汎関数が備えるべき望

ましい性質とされる「相似拡大性」を有しておらず、富が増大するにつれて頑健性は低下する。Maenhout

(2004)は、頑健効用に相似拡大性を付与すべく、v(ct)を CRRA効用型、θを (2.14)式のように状態変数に

依存する形とした 「相似拡大的頑健効用」を提唱している。

仮定 3. 投資家は次の相似拡大的頑健効用を所持している。

U(c) = inf
P ξ∈P

Eξ

[∫ ∞

0

e−βt

{
c1−γ
t

1− γ
+

(1− γ)V (Xt)

2δ

(
ξ21t + ξ22t

)}
dt

]
(2.14)

ここで、δは曖昧性の回避度合を表す正の定数である。

2.4 相似拡大的頑健効用下の確率制御

最悪確率候補としての等価確率測度 P ξ の下での標準ブラウン運動 zξ は

zξit = zit −
∫ t

0

ξisds i = 1, 2

2ここで、P̃ が P の等価確率測度とは、両測度の零集合が一致している場合（P (A) = 0 ⇔ P̃ (A) = 0）を言う。尚、任意の等価確
率測度 P ξ は、ギルサノフの定理により、ノビコフの可積分条件を満たす適合的過程 ξ = (ξ1, ξ2) により、ラドン・ニコディム微分と
して、次式のように表現される。

dP ξ

dP
= exp

(∫ ∞

0

2∑
i=1

ξit dzit −
1

2

∫ ∞

0
∥ξt∥2dt

)
3Skiadas (2003) は割引相対エントロピー過程 Rξ

t が次式で表現出来ることを示している。

Rξ
t =

1

2
Eξ

t

[∫ ∞

t
e−(s−t)∥ξt∥2ds

]
(2.13)
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と表されるので、等価確率測度 P ξ の下での状態変数に関する確率微分方程式は次のように書き改められる。

dWt =

{(
rt +

2∑
i=1

Ψitλit

)
Wt − ct +

2∑
i=1

Ψit Wt ξit

}
dt+

2∑
i=1

ΨitWt dz
ξ
it

drt =
(
κ
(
r̄t − rt

)
− σξ1t

)
dt− σ dzξ1t

dr̄t =

(
κ̄
(
r̄ − r̄t

)
−

2∑
i=1

ρ̄iσ̄ξit

)
dt−

2∑
i=1

ρ̄iσ̄ dzξit

従って、相似拡大的頑健効用における最適化の必要条件である HJB方程式は次式のように表される。

sup
u∈B(X0)

inf
P ξ∈P

[
DuV−βV+

c1−γ

1− γ
+
(1− γ)V

2δ

(
ξ21+ξ22

)
+
(
Ψ1tWtVW−σVr−ρ̄1σ̄Vr̄

)
ξ1+

(
Ψ2tWtVW−ρ̄2σ̄Vr̄

)
ξ2

]
= 0

(2.15)

s.t. lim
T→∞

E[e−βTV（XT )] = 0

ここで、

DuV =

{(
rt +

2∑
i=1

Ψitλit

)
Wt − ct

}
VW +

1

2

2∑
i=1

Ψ2
itW

2
t VWW

− Ψ1tσWtVWr −
2∑

i=1

Ψitρ̄iσ̄ WtVWr̄ + κ(r̄t − rt)Vr + κ̄(r̄ − r̄t)Vr̄ +
1

2
σ2Vrr +

1

2
σ̄2Vr̄r̄ + ρ̄1σσ̄Vrr̄ (2.16)

HJB方程式 (2.15)における ξに関する最小化条件より、最悪確率測度 P ξ∗ が次のように求められる。(
ξ∗1

ξ∗2

)
= − δ

(1− γ)V

(
Ψ1tWtVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄

Ψ2tWtVW − ρ̄2σ̄Vr̄

)
(2.17)

最悪確率測度 P ξ∗ を HJB方程式 (2.15)に代入すると、次式を得る。

sup
u∈B(X0)

[
DuV − βV +

c1−γ

1− γ
− δ

2(1− γ)V

{(
Ψ1tWtVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄

)2

+

(
Ψ2tWtVW − ρ̄2σ̄Vr̄

)2}]
= 0

(2.18)

HJB方程式における最大化の 1階の条件から制御変数の最適解 u∗ = (c∗, Φ∗
1, Ψ

∗
2 )は次式を満たしている。

c∗t = V
− 1

γ

W (2.19)

Ψ∗
1t = − VW

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)λ1t +
VWr − δVWVr

(1−γ)V

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)σ +
VWr̄ − δVWVr̄

(1−γ)V

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) ρ̄1σ̄ (2.20)

Ψ∗
2t = − VW

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)λ2t +
VWr̄ − δVWVr̄

(1−γ)V

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) ρ̄2σ̄ (2.21)

最適消費 (2.19)式と最適投資比率 (2.20)(2.21)式をHJB方程式 (2.18)に代入して整理すると、次の値関数

V に関する偏微分方程式が得られる。

1

2
σ2Vrr +

1

2
σ̄2Vr̄r̄ + ρ̄1σσ̄Vrr̄ −

1

2

q21(Y1)

p(Yt)
− 1

2

q22(Y1)

p(Yt)
+

δ

2(γ − 1)V

(
σ2V 2

r + σ̄2V 2
r̄ + 2ρ̄1σσ̄VrVr̄

)
+ rtWtVW + κ(r̄t − rt)Vr + κ(r̄ − r̄t)Vr̄ − βV +

γ

1− γ
V

− 1−γ
γ

W = 0 (2.22)
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p(Yt)=W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1− γ)V

)
(2.23)

q1(Yt)=Wt

{
λ1VW − σ

(
VWr −

δVWVr

(1− γ)V

)
− ρ̄1σ̄

(
VWr̄ −

δVWVr̄

(1− γ)V

)}
(2.24)

q2(Yt)=Wt

{
λ2VW − ρ̄2σ̄

(
VWr̄ −

δVWVr

(1− γ)V

)}
(2.25)

上記偏微分方程式から値関数が次の関数形であることが推測される。

V (Wt, rt, r̄t) =
(
H(rt, r̄t)

)γW 1−γ
t

1− γ
(2.26)

値関数 V に偏微分を施し、(2.20)(2.21)式に代入し、値関数の偏微分結果とともに偏微分方程式 (2.22)に代

入すると、次の命題を得る。

命題 1. 仮定 1・2・3の下、本問題 (2.10)の最適投資比率密度 φ∗ は (2.27)(2.28)式を満たしており、値関

数 V を構成する関数H(rt, r̄t)は 2階の偏微分方程式 (2.29)の解である。

Ψ∗
1t =

1

γ + δ
λ1t +

(
1− 1

γ + δ

)(
γ

γ − 1

)(
−σ

Hr

H
− ρ̄1σ̄

Hr̄

H

)
(2.27)

Ψ∗
2t =

1

γ + δ
λ2t +

(
1− 1

γ + δ

)(
γ

γ − 1

)(
−ρ̄2σ̄

Hr̄

H

)
(2.28)

σ2

2

(
Hrr

H

)
+
σ̄2

2

(
Hr̄r̄

H

)
+ρ̄1σσ̄

(
Hrr̄

H

)
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

{
σ2

(
Hr

H

)2

+ σ̄2

(
Hr̄

H

)2

+ ρ̄1σσ̄

(
Hr

H

)(
Hr̄

H

)}

+

(
κ(r̄t − rt) +

γ + δ − 1

γ + δ
σλ1t

)(
Hr

H

)
+

(
κ̄(r̄ − r̄t) +

γ + δ − 1

γ + δ

2∑
i=1

ρ̄iσ̄λit

)(
Hr̄

H

)
−
(

γ − 1

2γ(γ + δ)

(
λ2
1t + λ2

2t

)
+

γ − 1

γ
rt +

β

γ

)
+

(
1

H

)
= 0 (2.29)

証明. 楠田 (2013)の補論 A.3参照。

3 近似解析解の候補

本章では、推測された値関数を構成する短期金利・平均短期金利の 2変数関数の非斉次の偏微分方程式を

導出し、非斉次項を Campbell and Viceira (2002)、楠田 (2013)の技法で近似して、近似解析解の候補を導

出する。

3.1 値関数を構成する金利関数の偏微分方程式の非斉次項近似

偏微分方程式 (2.29)は消費・効用過程に起因する非斉次項 1/H を含んでおり、解析解の導出を困難にして

いる。そこで、Campbell and Viceira (2002)が CRRA効用と 1ファクター金利モデルを仮定し、消費と 2

証券（安全証券と 1債券）投資の最適化問題で導出した金利関数の常微分方程式の近似解析解を導出する際

に用いた非斉次項の対数線形近似を用いる。

すなわち、(2.19)式と値関数 (2.26)から 1/H(rt, r̄t) = ct/Wt が成立していることに留意し、1/H(rt, r̄t)

を次のように limt→∞ E[log ct − logWt]の周りで 4 対数線形近似する。
1

H(rt, r̄t)
≈ h0 − h1 logH(rt, r̄t) (3.1)

4Campbell and Viceira (2002)は E[log ct − logWt]の周りで対数線形近似しているが、この場合、E[log ct − logWt]は r と rt
に依存する。そこで、一定値をとる limt→∞ E[log ct − logWt] の周りで対数線形近似を行っている。
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ここで、
h0 := h1(1− log h1) (3.2)

h1 := exp
(
lim
t→∞

E
[
log
( ct
Wt

)])
(3.3)

(3.1)式を偏微分方程式 (2.29)の非斉次項 1/H に代入すると、次の近似偏微分方程式を得る。

σ2

2

(
Hrr

H

)
+
σ̄2

2

(
Hr̄r̄

H

)
+ρ̄1σσ̄

(
Hrr̄

H

)
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

{
σ2

(
Hr

H

)2

+ σ̄2

(
Hr̄

H

)2

+ ρ̄1σσ̄

(
Hr

H

)(
Hr̄

H

)}

+

(
κ(r̄t − rt) +

γ + δ − 1

γ + δ
σλ1t

)(
Hr

H

)
+

(
κ̄(r̄ − r̄t) +

γ + δ − 1

γ + δ

2∑
i=1

ρ̄iσ̄λit

)(
Hr̄

H

)
−
(

γ − 1

2γ(γ + δ)

(
λ2
1t + λ2

2t

)
+

(γ − 1)

γ
rt +

β

γ
− h0

)
− h1 logH = 0 (3.4)

近似偏微分方程式 (3.4)の解が次式で表される 2次関数の指数関数であることは容易に推測される。

H(rt, r̄t) = exp

(
a0 + a1rt + a2r̄t +

1

2
a11r

2
t + a12rtr̄t +

1

2
a22r̄

2
t

)
(3.5)

次に、

h1 = − logH(rt, r̄t) = lim
t→∞

[
−a0 − a1E[rt]− a2E[r̄t]−

1

2
a11E[r2t ]− a12E[rtr̄t]−

1

2
a22E[r̄2t ]

]
(3.6)

を算出するために、SDE(2.2)の解 (rt, r̄t)を導出する。

補題 3. 金利 (rt, r̄t)は線形確率微分方程式 (2.2)の解として、次のように表される。

rt = r̄ + e−κt

(
r0 −

κ

κ− κ̄
r̄0 +

κ̄

κ− κ̄
r̄t

)
+ e−κ̄t κ

κ− κ̄

(
r̄0 − r̄t

)
− κρ̄1σ̄

κ− κ̄

∫ t

0

{
eκ̄(s−t) +

(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄

κρ̄1σ̄
eκ(s−t)

}
dz1s −

κρ̄2σ̄

κ− κ̄

∫ t

0

(
eκ̄(s−t) − eκ(s−t)

)
dz2s (3.7)

r̄t = r̄ + e−κ̄t(r̄0 − r̄)−
2∑

i=1

ρ̄iσ̄

∫ t

0

eκ̄(s−t)dzis (3.8)

証明. 補論 A.1参照。

補題 3より、次の補題を得る。

補題 4. h1 は (a0, a1, a2, a11, a12, a22)により次式で表せる。

h1 = −a0 − r̄(a1 + a2)−
1

2

(
r̄2 +

σ2

2κ

)
a11 −

{
r̄2 +

κσ̄2

2κ̄(κ− κ̄)
− σ̄{(κ− κ̄)ρ̄1σ − κσ̄}

(κ− κ̄)(κ+ κ̄)

}
a12

− 1

2

{
r̄2 +

κ2σ̄2

2κ̄(κ− κ̄)2
+

(κ− κ̄)2σ2 + κ2σ̄2 − 2κ(κ− κ̄)ρ̄1σσ̄

2κ(κ− κ̄)2
+

2κσ̄{(κ− κ̄)σρ̄1 − κσ̄}
(κ− κ̄)(κ+ κ̄)

}
a22 (3.9)

証明. 補論 A.2参照。

近似偏微分方程式 (3.4)の解に基づく近似値関数及び近似最適制御をそれぞれ Ṽ , ũ∗ = (c̃∗, Ψ̃∗
1 , Ψ̃

∗
2 )と定義

する。
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3.2 近似解析解の候補

金利・平均金利の 2変数関数 (3.5)に偏微分を施し、偏微分方程式 (3.4)に代入すると、次式を得る。

σ2

2

(
a11 +

(
a1 + a11rt + a12r̄t

)2)
+

σ̄2

2

(
a22 +

(
a2 + a12rt + a22r̄t

)2)
+ ρ̄1σσ̄

(
a12 +

(
a1 + a11rt + a12r̄t

)(
a2 + a12rt + a22r̄t

))
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

{
σ2
(
a1+a11rt+a12r̄t

)2
+σ̄2

(
a2+a12rt+a22r̄t

)2
+ρ̄1σσ̄

(
a1+a11rt+a12r̄t

)(
a2+a12rt+a22r̄t

)}
+

(
κ(r̄t − rt) +

γ + δ − 1

γ + δ
σ
(
λ1 + λ11rt + λ12r̄t

)) (
a1 + a11rt + a12r̄t

)
+

(
κ̄(r̄ − r̄t) +

γ + δ − 1

γ + δ
σ̄

2∑
i=1

ρ̄i
(
λi + λi1rt + λi2r̄t

)(
a2 + a12rt + a22r̄t

))

−

(
γ − 1

2γ(γ + δ)

2∑
i=1

(
λi + λi1rt + λi2r̄t

)2
+

γ − 1

γ
rt +

β

γ
− h0

)

− h1

(
a0 + a1rt + a2r̄t +

1

2
a11r

2
t + a12rtr̄t +

1

2
a22r̄

2
t

)
= 0 (3.10)

上式は (r2t , r̄
2
t , rtr̄t, rt, r̄t)に関する恒等式であるから、(r2t , r̄

2
t , rtr̄t, rt, r̄t)の各係数と定数項を順に整理する

と、(a0, a1, a2, a11, a12, a22, h0, h1)に関する次の連立方程式が得られる。

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a211 + 2ρ̄1σσ̄a11a12 + σ̄2a212

)
− (h1 + 2κ)a11

+
1

γ + δ

{
2(γ + δ − 1)

(
σλ11a11 + σ̄

2∑
i=1

ρ̄iλi1a12
)
− γ − 1

γ

2∑
i=1

λ2
i1

}
= 0 (3.11)

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
σ̄2a222 + 2ρ̄1σσ̄a12a22 + σ2a212

)
− (h1 + 2κ̄)a22 + 2κa12

+
1

γ + δ

{
2(γ + δ − 1)

(
σλ12a12 + σ̄

2∑
i=1

ρ̄iλi2a22
)
− γ − 1

γ

2∑
i=1

λ2
i2

}
= 0 (3.12)

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a11a12 + σ̄2a12a22 + ρ̄1σσ̄(a11a22 + a212)

)
+ κa11 − (h1 + κ+ κ̄)a12

+
1

γ + δ

[
(γ + δ − 1)

{
σ
(
λ11a12 + λ12a11

)
+ σ̄

2∑
i=1

ρ̄i
(
λi1a22 + λi2a12

)}
− γ − 1

γ

2∑
i=1

λi1λi2

]
= 0 (3.13)

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a1a11 + σ̄2a2a12 + ρ̄1σσ̄(a1a12 + a2a11)

)
+

(γ + δ − 1)σλ1

γ + δ
a11 +

(
(γ + δ − 1)

∑2
i=1 ρ̄iσ̄λi

γ + δ
+ κ̄r̄

)
a12 − (h1 + κ)a1

+
1

γ + δ

{
(γ + δ − 1)

(
σλ11a1 + σ̄

2∑
i=1

ρ̄iλi1a2
)
− γ − 1

γ

2∑
i=1

λiλi1

}
− γ − 1

γ
= 0 (3.14)

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a1a12 + σ̄2a2a22 + ρ̄1σσ̄(a1a22 + a2a12)

)
+

(γ + δ − 1)σλ1

γ + δ
a12 +

(
(γ + δ − 1)

∑2
i=1 ρ̄iσ̄λi

γ + δ
+ κ̄r̄

)
a22 + κa1 − (h1 + κ̄)a2

+
1

γ + δ

{
(γ + δ − 1)

(
σλ12a1 + σ̄

2∑
i=1

ρ̄iλi2a2
)
− γ − 1

γ

2∑
i=1

λiλi2

}
= 0 (3.15)
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σ2

2
a11 +

σ̄2

2
a22 + ρ̄1σσ̄a12 +

γ(γ + δ − 1)

2(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a21 + σ̄2a22

)
+

(
1 +

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

)
ρ̄1σσ̄a1a2

+
γ + δ − 1

γ + δ

(
λ1a1 +

2∑
i=1

ρ̄iσ̄λia2

)
− h1a0 + h0 +

1− γ

2γ(γ + δ)

2∑
i=1

λ2
i −

β

γ
= 0 (3.16)

(3.2)式を (3.16)式に代入しh0を消去した後、(3.9)式を (3.10)に代入しh1を消去すると、(a0, a1, a2, a11, a12, a22)

の 6元連立非線形方程式が導出される。但し、同連立方程式は一般に解が複数存在するので、これらの複数

の解は最適解の候補に過ぎない。最適解の十分条件は次章で示す。

値関数を構成する金利関数が近似偏微分方程式 (3.4)の解として近似されている場合の値関数、最適消費、

最適投資をそれぞれ「近似値関数」、「近似最適消費」、「近似最適投資比率」と呼び、それぞれ Ṽ , c̃∗, Ψ̃∗と表

記する。このとき、次の命題を得る。

命題 2. 仮定 1-3の下、本問題 (2.10)の近似値関数、近似最適消費、近似最適投資比率は次を満たしている。

Ṽ (Wt, rt, r̄t) = exp

[
γ

{
a0 + a1rt + a2r̄t +

1

2
a11r

2
t + a12rtr̄t +

1

2
a22r̄

2
t

}]
W 1−γ

t

1− γ

c̃∗t = exp

[
−a0 − a1rt − a2r̄t −

1

2
a11r

2
t − a12rtr̄t −

1

2
a22r̄

2
t

]
Wt

Ψ̃∗
1t =

1

γ + δ
λ1t +

(
1− 1

γ + δ

)(
γ

γ − 1

)(
−
(
σa1 + ρ̄1σ̄a2

)
−
(
σa11 + ρ̄1σ̄a12

)
rt −

(
σa12 + ρ̄1σ̄a22

)
r̄t

)
Ψ̃∗
2t =

1

γ + δ
λ2t +

(
1− 1

γ + δ

)(
γ

γ − 1

)(
−ρ̄2σ̄

(
a2 + a12rt + a22r̄t

))
ここで、(a0, a1, a2, a11, a12, a22)は上記 6元連立方程式の解である。

4 最適解の十分条件

上記 6元連立非線形方程式の解は一般に非最適解を含めて複数存在する。本章では、Maslowski and Veverka

(2013)の議論を応用して最適解の十分条件を導出する。

4.1 一般化Hamiltonian関数

Maslowski and Veverka (2013)では、無限時間までの時点効用関数の割引現在価値を最大化する問題の十

分条件を導出している。しかし、本問題 (2.10)は最小最大化問題である為、彼等の議論を本問題に直接適用

することは出来ない。そこで、本問題の最悪確率導出（効用最小化）後の HJB方程式 (2.18)と同一の HJB

方程式を導く次の最大化問題を考察する。

V (X0) = sup
u∈B(X0)

E

[∫ ∞

0

e−βtf(Xt, ut)dt

]
(4.1)

ここで、

f(Xt, ut) =
c1−γ
t

1− γ
− δ

2(1− γ)V

{(
Ψ1tWtVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄

)2

+

(
Ψ2tWtVW − ρ̄2σ̄Vr̄

)2}
(4.2)

Maslowski and Veverka (2013)で定義されている一般化Hamitonian関数の表記法に揃えて、状態変数の SDE

を次のように表現する。

dXt = b(Xt, ut) dt+Σ(Xt, ut) dzt (4.3)
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ここで、

b(Xt, ut) =


(
Atrt +Btr̄t + Ct

)
Wt − ct

κ(r̄t − rt)

κ̄(r̄ − r̄t)

 Σ(Xt, ut) =

Ψ1tWt Ψ2tWt

−σ 0

ρ̄1σ̄ ρ̄2σ̄

 zt =

(
z1t

z2t

)

ここで、

A = 1 + λ11Ψ1t + λ12Ψ2t (4.4)

B = λ21Ψ1t + λ22Ψ2t (4.5)

C = λ1Ψ1t + λ2Ψ2t (4.6)

また、補助変-数を

y =

y1

y2

y3

 ỹ =

ỹ11 ỹ12

ỹ21 ỹ22

ỹ31 ỹ32


と表記すると、最適化問題 (4.1)の一般化 Hamiltonian関数Hは次式で定義される。

H(x, u, y, ỹ) = ⟨b(x, u), y⟩+Tr(Σ′ỹ) + f(x, u)− β⟨x, y⟩ (4.7)

ここで、⟨a, b⟩は aと bの内積を表す。

従って、最適化問題 (4.1)の一般化 Hamiltonian関数は次式で表される。

H(Xt, ut, y, ỹ) = y1 {(Art +B r̄t + C )Wt − ct}+ y2
{
κ(r̄t − rt)− βrt

}
+ y3

{
κ̄(r̄ − r̄t)− βr̄t

}
+ ỹ11Ψ1tWt − ỹ21σ − ỹ31ρ̄1σ̄ + ỹ12Ψ2tWt − ỹ32ρ̄2σ̄ +

c1−γ
t

1− γ
− δ

2(1− γ)V

(
D2 + E2

)
(4.8)

ここで、

D = Ψ1WVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄ (4.9)

E = Ψ2WVW − ρ̄2σ̄Vr̄ (4.10)

4.2 補助変数及び制御変数の最適解

制御変数 uの最適解は一般化ハミルトニアン関数の 1階の条件から導出されるが、HJB方程式との整合性

から同解がHJB方程式から導かれる最適解、すなわち、(2.19)-(2.21)式を満たす u∗ = (c∗, Ψ∗
1 , Ψ

∗
2 )と一致す

る必要がある。補助変数 (y, ỹ)が次式を満たす場合に制御変数の最適解が u∗ = (c∗, Ψ∗
1 , Ψ

∗
2 )と一致すること

が示される。

y∗ =

y∗1

y∗2

y∗3

 =

VW

Vr

Vr̄



ỹ∗ =

ỹ∗11 ỹ∗12

ỹ∗21 ỹ∗22

ỹ∗31 ỹ∗32

 =

VWW VWr VWr̄

VWr VrrVWr̄

VWr̄ Vrr̄ Vr̄r̄


Ψ1tWt Ψ2tWt

−σ 0

−ρ̄1σ̄ −ρ̄2σ̄



=

 Ψ1tWtVWW − σVWr − ρ̄1σ̄VWr̄ Ψ2tWtVWW − ρ̄2σ̄VWr̄

Ψ1tWtVWr − σVrr − ρ̄1σ̄Vrr̄ Ψ2tWtVWr − ρ̄2σ̄Vrr̄

Ψ1tWtVWr̄ − σVrr̄ − ρ̄1 bsigmaVr̄r̄ Ψ2tWtVWr̄ − ρ̄2σ̄Vr̄r̄


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4.3 最適解の十分条件

一般化 Hamiltonian関数Hの Hessian Hを次式のように定め、

H =



HWW HWr HWr̄ HWc HWΨ1 HWΨ2

HrW Hrr Hrr̄ Hrc HrΨ1
HrΨ2

Hr̄W Hr̄r Hr̄r̄ Hr̄c Hr̄Ψ1 Hr̄Ψ2

HcW Hcr Hcr̄ Hcc HcΨ1 HcΨ2

HΨ1W HΨ1r HΨ1r̄ HΨ1c HΨ1Ψ1 HΨ1Ψ2

HΨ2W HΨ2r HΨ2r̄ HΨ2c HΨ2Ψ1 HΨ2Ψ2


(4.11)

Hの始めの k行 k列までの要素から成る行列を Hk と表記する。

このとき、Maslowski and Veverka (2014) Theorem 4の正則条件の下で、u∗ = (c∗, Ψ∗
1 , Ψ

∗
2 )が最適解である為

の十分条件は、(x, u) → H(x, u, y∗, ỹ∗)が凹関数である、すなわち、detH1(x, u
∗, y∗, ỹ∗) < 0, detH2(x, u

∗, y∗, ỹ∗) >

0, detH3(x, u
∗, y∗, ỹ∗) < 0, detH4(x, u

∗, y∗, ỹ∗) > 0, detH5(x, u
∗, y∗, ỹ∗) < 0, detH6(x, u

∗, y∗, ỹ∗) > 0で

あることが示される。ここで、Hの要素は次のように表される。尚、一般化 Hamiltonian関数の 1階偏微分

については、補論 A.3を参照せよ。

HWW = − δ

2(1− γ)

{
2V 2

W − V VWW

V 3

(
D2 + E2

)
− 4VW

V 2

(
DDW + EEW

)
+

2

V

(
D2

W +DDWW + E2
W + EEWW

)}
(4.12)

HWr = y1A− δ

2(1− γ)

{
2VWVr − V VWr

V 3

(
D2 + E2

)
− 2VW

V 2

(
DDr + EEr

)
− 2Vr

V 2

(
DDW + EEW

)
+

2

V

(
DrDW +DDWr + ErEW + EEWr

)}
(4.13)

HWr̄ = y1B
δ

2(1− γ)

{
2VWVr̄ − V VWr̄

V 3
(D2 + E2)− 2VW

V 2

(
DDr̄ + EEr̄

)
− 2Vr̄

V 2

(
DDW + EEW

)
+

2

V

(
Dr̄DW +DDWr̄ + Er̄EW + EEWr̄

)}
(4.14)

HWc = 0 (4.15)

HWΨ1 = y1
(
AΨ1rt +BΨ1 r̄t + CΨ1

)
+ Ỹ11 −

δ

1− γ

{
−VW

V 2
DDΨ1 +

1

V

(
DΨ1DW +DDWΨ1

)}
(4.16)

HWΨ2 = y1
(
AΨ2rt +BΨ2 r̄t + CΨ2

)
+ Ỹ12 −

δ

1− γ

{
−VW

V 2
EEΨ2 +

1

V

(
EΨ2EW + EEWΨ2

)}
(4.17)

Hrr = − δ

2(1− γ)

{
2V 2

r − V Vrr

V 3

(
D2 + E2

)
− 4Vr

V 2

(
DDr + EEr

)
+

2

V

(
D2

r +DDrr + E2
r + EErr

)}
(4.18)

Hrr̄ = − δ

2(1− γ)

{
2VrVr̄ − V Vrr̄

V 3

(
D2 + E2

)
− 2Vr

V 2

(
DDr̄ + EEr̄

)
− 2Vr̄

V 2

(
DDr + EEr

)
+

2

V

(
DrDr̄ +DDrr̄ + ErEr̄ + EErr̄

)}
(4.19)

Hrc = 0 (4.20)

HrΨ1
= y1AΨ1

Wt −
δ

1− γ

{
− Vr

V 2
DDΨ1

+DΠ1
Dr +DDrΨ1

}
(4.21)

HrΨ2 = y1AΨ2Wt −
δ

1− γ

{
− Vr

V 2
EEΨ2 + EΠ2Er + EErΨ2

}
(4.22)
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Hr̄r̄ = − δ

2(1− γ)

{
2V 2

r̄ − V Vr̄r̄

V 3

(
D2 + E2

)
− 4Vr̄

V 2

(
DDr̄ + EEr̄

)
+

2

V

(
D2

r̄ +DDr̄r̄ + E2
r̄ + EEr̄r̄

)}
(4.23)

Hr̄c = 0 (4.24)

Hr̄Ψ1
= y1BΨ1

Wt −
δ

1− γ

{
− Vr̄

V 2
DDΨ1

+DΠ1
Dr̄ +DDr̄Ψ1

}
(4.25)

Hr̄Ψ2 = y1BΨ2Wt −
δ

1− γ

{
− Vr̄

V 2
EEΨ2 + EΠ2Er̄ + EEr̄Ψ2

}
(4.26)

Hcc = −γc
−(γ+1)
t , HcΨ1 = 0, HcΨ2 = 0 (4.27)

HΨ1Ψ1 = − δ

(1− γ)V
D2

Ψ1
, HΨ1Ψ2 = 0, HΨ2Ψ2 = − δ

(1− γ)V
E2

Ψ2
(4.28)

ここで、 AΨ1 AΨ2

BΨ1 BΨ2

CΨ1 CΨ2

 =

λ11 λ12

λ21 λ22

λ1 λ2


DW = Ψ1

(
VW +WVWW

)
− σVWr − ρ̄1σ̄VWr̄, EW = Ψ2

(
VW +WVWW

)
− ρ̄2σ̄VWr̄

DWW = Ψ1

(
2VW +WVWWW

)
− σVWWr − ρ̄1σ̄VWWr̄, EWW = Ψ2

(
2VW +WVWWW

)
− ρ̄2σ̄VWWr̄

Dr = Ψ1WVWr − σVrr − ρ̄1σ̄Vrr̄, Er = Ψ2WVWr − ρ̄2σ̄Vrr̄

DWr = Ψ1

(
VWr +WVWWr

)
− σVWrr − ρ̄1σ̄VWrr̄, EWr = Ψ2

(
VWr +WVWWr

)
− ρ̄2σ̄VWrr̄

Dr̄ = Ψ1WVWr̄ − σVrr̄ − ρ̄1σ̄Vr̄r̄, Er̄ = Ψ2WVWr̄ − ρ̄2σ̄Vr̄r̄

DWr̄ = Ψ1

(
VWr̄ +WVWWr̄

)
− σVWrr̄ − ρ̄1σ̄VWr̄r̄, EWr̄ = Ψ2

(
VWr̄ +WVWWr̄

)
− ρ̄2σ̄VWr̄r̄(

DΨ1 DΨ2

EΨ1 EΨ2

)
=

(
WVW 0

0 WVW

)
,

(
DWΨ1 DWΨ2

EWΨ1 EWΨ2

)
=

(
VW +WVWW 0

0 VW +WVWW

)
Drr = Ψ1WVWrr − σVrrr − ρ̄1σ̄Vrrr̄, Err = Ψ2WVWrr − ρ̄2σ̄Vrrr̄

Dr̄r̄ = Ψ1WVWr̄r̄ − σVrr̄r̄ − ρ̄1σ̄Vr̄r̄r̄, Er̄r̄ = Ψ2WVWr̄r̄ − ρ̄2σ̄Vr̄r̄r̄

Drr̄ = Ψ1WVWrr̄ − σVrrr̄ − ρ̄1σ̄Vrr̄r̄, Err̄ = Ψ2WVWrr̄ − ρ̄2σ̄Vrr̄r̄(
DrΨ1

ErΨ1

)
=

(
WVWr

WVWr

)
,

(
Dr̄Ψ1

Er̄Ψ1

)
=

(
WVWr̄

WVWr̄

)
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A 証明

A.1 補題 3の証明

次のように記法を定める。

Xt =

(
rt

r̄t

)
A =

(
κ −κ

0 κ̄

)
X̄ =

(
r̄

r̄

)
Σ =

(
σ 0

ρ̄1σ̄ ρ̄2σ̄

)
Zt = −

(
z1t

z2t

)

このとき、金利の SDE(2.1)式は次ように書き改められる。

dXt = A(X̄ −Xt)dt+Σ dZt

よって、

d(eAtXt) = eAt(AXtdt+ dXt) = eAt(AX̄ dt+Σ dZt) = AeAtX̄ dt+ eAtΣ dZt

上式の両辺を 0から tまで積分すると、

eAtXt −X0 = A

(∫ t

0

eAsds

)
θ +

(∫ t

0

eAsΣ dZs

)
従って、

Xt = e−AtX0 +Ae−At

∫ t

0

eAsds X̄ +

∫ t

0

eAsΣ dZs (A.1)

次に、eAt 及び e−At を具体的に計算する。先ず、Aの固有値、固有ベクトルは、

A

(
1

0

)
= κ

(
1

0

)
, A

(
κ

κ−κ̄

1

)
= κ̄

(
κ

κ−κ̄

1

)

となるので、

A = P

(
κ 0

0 κ̄

)
P−1

ここで、

P =

(
1 κ

κ−κ̄

0 1

)

13



ゆえに、

eAt = P

(
eκt 0

0 eκ̄t

)
P−1 =

(
1 κ

κ−κ̄

0 1

)(
eκt 0

0 eκ̄t

)(
1 − κ

κ−κ̄

0 1

)

=

(
eκt κ

κ−κ̄e
κ̄t

0 eκ̄t

)(
1 − κ

κ−κ̄

0 1

)
=

(
eκt κ

κ−κ̄

(
eκ̄t − eκt

)
0 eκ̄t

)

e−At は eAt の逆行列なので、

e−At = e−(κ+κ̄)

(
eκ̄t κ

κ−κ̄

(
eκt − eκ̄t

)
0 eκt

)
=

(
e−κt κ

κ−κ̄

(
e−κ̄t − e−κt

)
0 e−κ̄t

)

よって、

e−At

∫ t

0

eAsds = e−At

∫ t

0

(
eκs κ

κ−κ̄

(
eκ̄s − eκs

0 eκ̄s

)
ds

=

(
e−κt κ

κ−κ̄

(
e−κ̄t − e−κt

0 e−κ̄t

)(
1
κ

(
eκt − 1

)
κ

κ−κ̄

{
1
κ̄

(
eκ̄t − 1

)
− 1

κ̄

(
eκt − 1

)}
0 1

κ̄

(
eκ̄t − 1

) )

=

(
1
κ

(
1− e−κt

)
κ

κ−κ̄

{
1
κ

(
e(κ̄−κ)t − e−κt

)
− 1

κ

(
1− e−κt

)}
+ κ

κ−κ̄
1
κ̄

(
1− e−κ̄t − e(κ̄−κ)t + e−κt

)
0 1

κ̄

(
1− e−κ̄t

) )

=

(
1
κ

(
1− e−κt

)
1

κ−κ̄

{
κ
κ̄

(
1− e−κ̄t

)
−
(
1− e−κt

)}
0 1

κ̄

(
1− e−κ̄t

) )

ゆえに、

Ae−At

∫ t

0

eAsds X̄ =

(
κ −κ

0 κ̄

)(
1
κ

(
1− e−κt

)
1

κ−κ̄

{
κ
κ̄

(
1− e−κ̄t

)
−
(
1− e−κt

)}
0 1

κ̄

(
1− e−κ̄t

) )(
r̄

r̄

)

=

(
1− e−κt κ

κ−κ̄

{
κ
κ̄

(
1− e−κ̄t

)
−
(
1− e−κt

)}
− κ

κ̄

(
1− e−κt

)
0 1− e−κ̄t

)(
r̄

r̄

)

= r̄

(
1− e−κt + κ

κ̄

(
1− e−κ̄t

) (
κ

κ−κ̄ − 1
)
− κ

κ−κ̄

(
1− e−κt

)
1− e−κ̄t

)

= r̄

(
κ

κ−κ̄

(
1− e−κ̄t

)
− κ̄

κ−κ̄

(
1− e−κt

)
1− e−κ̄t

)

= r̄

(
1 + κ̄

κ−κ̄e
−κt − κ

κ−κ̄e
−κ̄t

1− e−κ̄t

)

上式を (A.1)式に代入し、次式を得る。

Xt =

(
e−κt κ

κ−κ̄

(
e−κ̄t − eκt

)
0 e−κ̄t

)(
r0

r̄0

)
+ r̄

(
1 + κ̄

κ−κ̄e
−κt − κ

κ−κ̄e
−κ̄t

1− e−κ̄t

)
+ e−At

∫ t

0

eAsdZsΣ

=

(
e−κtr̄0 +

κ
κ−κ̄

(
e−κ̄t − e−κt

)
r̄0 + r̄ + r̄ κ̄

κ−κ̄e
−κt − r̄ κ

κ−κ̄e
−κ̄t

e−κ̄t
(
r̄0 − r̄

)
+ r̄

)
+ e−At

∫ t

0

eAsdZsΣ

=

(
e−κt

(
r0 − κ

κ−κ̄ r̄0 +
κ̄

κ−κ̄ r̄
)
+ e−κ̄t

(
κ

κ−κ̄

(
r̄0 − r̄

))
+ r̄

e−κ̄t
(
r̄0 − r̄

)
+ r̄

)
+ e−At

∫ t

0

eAsdZsΣ (A.2)
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ここで、伊藤積分の項は、∫ t

0

eAsΣ dZs = −
∫ t

0

(
eκs κ

κ−κ̄

(
eκ̄s − eκs

)
0 eκ̄s

)(
σ 0

ρ̄1σ̄ ρ̄2σ̄

)(
dz1s

dz2s

)

= −
∫ t

0

(
σeκs + κ

κ−κ̄ ρ̄1σ̄
(
eκ̄s − eκs

)
κ

κ−κ̄ ρ̄2σ̄
(
eκ̄s − eκs

)
ρ̄1σ̄e

κ̄s ρ̄2σ̄e
κ̄s

)(
dz1sdz2s

)
= −

(∫ t

0

{
σeκs + κ

κ−κ̄ ρ̄1σ̄
(
eκ̄s − eκs

)}
dz1s +

∫ t

0

{
κ

κ−κ̄ ρ̄2σ̄
(
eκ̄s − eκs

)}
dz2s∫ t

0
ρ̄1σ̄e

κ̄sdz1s +
∫ t

0
ρ̄2σ̄e

κ̄sdz2s

)

よって、

e−At

∫ t

0

eAsΣ dZs

= −

(
e−κt κ

κ−κ̄

(
e−κ̄t − e−κt

)
0 e−κ̄t

)(∫ t

0

{
σeκs + κ

κ−κ̄ ρ̄1σ̄
(
eκ̄s − eκs

)}
dz1s +

∫ t

0

{
κ

κ−κ̄ ρ̄2σ̄
(
eκ̄s − eκs

)}
dz2s∫ t

0
ρ̄1σ̄e

κ̄sdz1s +
∫ t

0
ρ̄2σ̄e

κ̄sdz2s

)

=


e−κt

∫ t

0

{
σeκs + κ

κ−κ̄ ρ̄1σ̄
(
eκ̄s − eκs

)}
dz1s +

κ
κ−κ̄

(
e−κ̄t − e−κt

) ∫ t

0
ρ̄1σ̄e

κ̄sdz1s

+e−κt
∫ t

0

{
κ

κ−κ̄ ρ̄2σ̄
(
eκ̄s − eκs

)}
dz2s +

κ
κ−κ̄

(
e−κ̄t − e−κt

) ∫ t

0
ρ̄2σ̄e

κ̄sdz2s

e−κ̄t
∫ t

0
ρ̄1σ̄e

κ̄sdz1s + e−κt
∫ t

0
ρ̄2σ̄e

κ̄sdz2s

 (A.3)

ここで、

e−κt

∫ t

0

{
σeκs +

κ

κ− κ̄
ρ̄1σ̄
(
eκ̄s − eκs

)}
dz1s +

κ

κ− κ̄

(
e−κ̄t − e−κt

) ∫ t

0

ρ̄1σ̄e
κ̄sdz1s

=
κρ̄1σ̄

κ

∫ t

0

{(
eκ̄s−κt − eκ(s−t) + eκ̄(s−t) − eκ̄s−κt

)
+

κ− κ̄

κρ̄1σ̄
σeκ(s−t)

}
dz1s

=
κρ̄1σ̄

κ

∫ t

0

(
eκ̄(s−t) +

(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄

κρ̄1σ̄
eκ(s−t)

)
dz1s (A.4)

e−κt

∫ t

0

{
κ

κ− κ̄
ρ̄2σ̄
(
eκ̄s − eκs

)}
dz2s +

κ

κ− κ̄

(
e−κ̄t − e−κt

) ∫ t

0

ρ̄2σ̄e
κ̄sdz2s

=
κ

κ− κ̄
ρ̄2σ̄

∫ t

0

(
eκ̄s−κt − eκ(s−t) + eκ̄(s−t) − eκ̄s−κt

)
dz2s

=
κρ̄2σ̄

κ− κ̄

∫ t

0

(
eκ̄(s−t) − eκ(s−t)

)
dz2s (A.5)

(A.4)(A.5)式を (A.3)式に代入し、その結果を (A.2)式に代入すると、補題 3の (3.7)(3.8)式を得る。

A.2 補題 4の証明

補題 3の (3.7)(3.8)式より、

lim
t→∞

E[rt] = r̄

lim
t→∞

E[r̄t] = r̄

lim
t→∞

E[r̄2t ] = r̄2 + lim
t→∞

ρ̄21σ̄
2

∫ t

0

e2κ̄(s−t)ds+ lim
t→∞

(
1− ρ̄21

)
σ̄2

∫ t

0

e2κ̄(s−t)ds

= r̄2 + lim
t→∞

σ̄2

2κ̄

(
1− e−2κ̄t

)
= r̄2 +

σ̄2

2κ̄
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lim
t→∞

E[r̄2t ]

= r̄2+ lim
t→∞

(
κρ̄1σ̄

κ− κ̄

)2 ∫ t

0

{
e2κ̄(s−t) +

(
(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄

κρ̄1σ̄

)2

e2κ(s−t) +
2{(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄}

κρ̄1σ̄
e(κ+κ̄)(s−t)

}
ds

+ lim
t→∞

(
κρ̄2σ̄

κ− κ̄

)2 ∫ t

0

{
e2κ̄(s−t) + e2κ(s−t) − 2e(κ+κ̄)(s−t)

}
ds

ここで、

lim
t→∞

e2κ̄(s−t)ds = lim
t→∞

1

2κ̄

(
1− e−2κ̄t

)
=

1

2κ̄

lim
t→∞

e2κ(s−t)ds =
1

2κ

lim
t→∞

e(κ+κ̄)(s−t)ds =
1

κ+ κ̄

なので、

lim
t→∞

E[r̄2t ] = r̄2 +

(
κρ̄1σ̄

κ− κ̄

)2
{

1

2κ̄
+

(
(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄

κρ̄1σ̄

)2
1

2κ
+

2{(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄}
κρ̄1σ̄

1

κ+ κ̄

}

+

(
κρ̄2σ̄

κ− κ̄

)2(
1

2κ̄
+

1

2κ
− 2

κ+ κ̄

)
= r̄2 +

(
κσ̄

κ− κ̄

)2
1

2κ̄
+

1

2κ

1

(κ− κ̄)2

{
(κ− κ̄)2σ2 + κ2ρ̄21σ̄

2 − 2(κ− κ̄)κρ̄1σσ̄ + κ2
(
1− ρ̄21

)
σ̄2
}

+
2κ2σ̄2

(κ− κ̄)(κ+ κ̄)

{
ρ̄21 −

(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄

κρ̄1σ̄

(
1− ρ̄21

)}
= r̄2 +

(
κσ̄

κ− κ̄

)2
1

2κ̄
+

1

(κ− κ̄)2
1

2κ

{
(κ− κ̄)2σ2 + κ2σ̄2 − 2(κ− κ̄)κρ̄1σσ̄

}
+

2κ2σ̄2

(κ− κ̄)(κ+ κ̄)

{
ρ̄21 −

(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄

κρ̄1σ̄

(
1− ρ̄21

)}
= r̄2 +

(
κσ̄

κ− κ̄

)2
1

2κ̄
+

1

(κ− κ̄)2
1

2κ̄

{
(κ− κ̄)2σ2 + κ2σ̄2 − 2(κ− κ̄)κρ̄1σσ̄

}
+

2κσ̄

(κ− κ̄)(κ+ κ̄)

{
(κ− κ̄)ρ̄1σ − κσ̄

}

lim
t→∞

E[rtr̄t] = r̄2 + lim
t→∞

κρ̄21σ̄
2

κ− κ̄

∫ t

0

{
e2κ̄(s−t) +

(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄

κρ̄1σ̄
e(κ+κ̄)(s−t)

}
ds

+ lim
t→∞

κρ̄1σ̄

κ− κ̄
ρ̄2σ̄

∫ t

0

(
e2κ̄(s−t) − e(κ+κ̄)(s−t))

)
ds

= r̄2 +
κρ̄21σ̄

2

κ− κ̄

(
1

2κ̄
+

(κ− κ̄)σ − κρ̄1σ̄

κρ̄1σ̄

)
1

κ+ κ̄
+

κρ̄22σ̄
2

κ− κ̄

(
1

2κ̄
− 1

κ+ κ̄

)
= r̄2 +

κ

2κ̄

σ̄2

κ− κ̄
+

κσ̄2

(κ− κ̄)(κ+ κ̄)

(
(κ− κ̄)ρ̄1σ − κρ̄21σ̄

κσ̄
− (1− ρ̄2)κσ̄

κσ̄

)
= r̄2 +

κσ̄2

2κ̄(κ− κ̄)
+

σ̄{(κ− κ̄)ρ̄1σ − κσ̄}
(κ− κ̄)(κ+ κ̄)

これらの結果を (3.6)式に代入すると、補題 4の (3.9)式を得る。
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A.3 一般化Hamiltonian関数の 1階偏微分

Hを (x, u)の各変数で偏微分すると以下の通りである。

HW = y1(Art +Br̄t + C − β) + ỹ11Ψ1 + ỹ12Ψ2

− δ

2(1− γ)

{
−VW

V 2

(
D2 + E2

)
+

2

V

(
DDW + EEW

)}
Hr = y1AWt − y2(κ+ β)− δ

2(1− γ)

{
− Vr

V 2

(
D2 + E2

)
+

2

V

(
DDr + EEr

)}
Hr̄ = y1BWt + y2κ− y3(κ̄+ β)− δ

2(1− γ)

{
− Vr̄

V 2

(
D2 + E2

)
+

2

V

(
DDr̄ + EEr̄

)}
Hr̄ = −y1 + c−γ

t

HΨ1 = y1
(
AΨ1rt +BΨ1 r̄t + CΨ1

)
Wt + ỹ11Wt −

δ

(1− γ)V
DDΨ1

HΨ2 = y1
(
AΨ2rt +BΨ2 r̄t + CΨ2

)
Wt + ỹ12Wt −

δ

(1− γ)V
EEΨ1

これらを各変数で偏微分すると、(4.12)-(4.28)式を得る。
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