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概 要

ナイトの不確実性下の消費と証券投資の多期間最適化問題として、楠
田 (2013c)は安全証券と全満期の債券を投資対象に「相似拡大的頑健効
用」（Maenhout (2004)）と金利の 2ファクター・モデルを仮定し、2債
券群の最適投資比率の近似解析解を導出している。本稿では、短期債券
群を安全証券と看做すことにより、安全証券の代わりに株式指数を組み
入れ、相似拡大的頑健効用最大化のための株式指数と全債券の最適ポー
トフォリオ問題の近似解析解導出を試みる。リスクの市場価格が短期金
利と平均短期金利のアフィン関数である「本質的アフィン・モデル」の
下では数値解法負担が高い近似解析解が導出され、リスクの市場価格が
一定の「完備アフィン・モデル」と金利モデルの係数間の制約下で数値
解法負担が非常に低い近似解析解が導出される。

1本稿は滋賀大学経済学部附属リスク研究センター東アジア保険プロジェクトにおける中国東
北財経大学金融学院との共同研究の成果の一部である。尚、本研究の過程では、リスク研究セン
ター長・久保英也教授に有益な御指摘と愛情溢れる御鞭撻を賜った。ここに特筆して厚く感謝申
し上げる。



1 序論

効率的投資とされる長期分散投資を企図する投資家が、最低限の効率的分

散投資として、期待収益率の高い株式等の証券を収益率向上を主たる目的に、

同証券と収益率間の相関が低く収益率の変動が小さい債券等の長期固定収入

証券を収益率安定を主たる目的に投資することは合理性が高いと考えられる。

尚、後者の債券投資においては、投資家は金利変動リスク等の制御を企図し

たデュレーション（債券平均残存期間）管理のために複数満期の債券を保有

し、金利等の状態に応じてポジション調整を行う必要がある。

一方、今般の世界金融危機では、欧米の金融機関がサブプライム・ローンを

原資とする証券化商品等の価格下落確率を過少評価し過大な投資を行ってい

たことが指摘されている。しかし、我が国の金融機関は同時期にかかる証券

化商品への投資を殆ど行っていない。彼我の投資行動の差異は彼我の主観確

率の差異、或いは相対的危険回避度の差異に起因するというのが従来の「ナ

イトの不確実性」(Knight (1921))を無視した経済学的解釈であった。しかし、
エクイティ・プレミアム・パズル、ポートフォリオ・パズル等の従来モデル

では解釈出来ない様々な現象が指摘されている中、ナイトの不確実性を考慮

した解析的に取り扱い易い効用が提案されていることもあって、これらのパ

ズルをナイトの不確実性を考慮して解明する動きがみられるようになってい

る。ここでの彼我の金融機関の投資行動の差異も、ナイトの不確実性を考慮

すれば、彼我の主観確率・相対的危険回避度の差異に加え、彼我の「曖昧性

回避度」の差異に起因するという解釈が可能となる。

楠田 (2013c)は、ナイトの不確実性下、全満期の債券を対象とする消費と債
券ポートフォリオの多期間最適化問題に短期金利と平均短期金利を状態変数と

する 2ファクター金利モデルと「相似拡大的頑健効用」(Maenhoout (2004))
を仮定して最適投資比率等の近似解析解を導出している。その結果、2ファ
クター・モデルは 3資産の最適投資を決定出来るという理論的帰結通り、債
券の最適投資比率密度の満たす条件が 2式となっており、2債券群の最適投
資比率を決定出来る。しかし、同近似解析解では、値関数を構成する、短期

金利・平均短期金利の 2変数関数の 7係数は 7元連立非線形方程式の数値解
として陰伏的にしか与えられてない。このため、当該最適投資比率を用いて

投資家の相対的危険回避度と「相対的曖昧性回避度」を推定するなどの実証

分析は困難になる。そこで、楠田 (2013c)は金利モデルの係数間に妥当と判
断される制約を仮定し、上記数値解法負担が 1変数方程式の数値解導出にま
で軽減された近似解析解を導いており、上記推定等の実証分析を容易にして

いる。しかし、楠田 (2013c)では、投資家が収益率向上を企図して行ってい
る高期待収益率資産が投資対象に含まれていないほか、リスクの市場価格が

一定という制約的仮定が置かれている。

前者の問題に関しては、当該モデルに同資産を含めると、2ファクター・モ
デルゆえ 3資産までの最適投資しか決定できないことから、安全証券と高期
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待収益率資産の最適投資比率を決定しようとすれば、債券への最適投資比率

密度が満たす条件式は 1式のみとなり、債券ポートフォリオ内の調整は不定
となる。そもそも、こうした証券投資の最適ポートフォリオ問題では、危険

証券の投資対象は株式、債券等、問題により様々であるにも拘わらず、安全

証券は投資対象に必ず含まれている。これは、安全証券が効率的フロンティ

アに十分に接近するには不可欠との認識から来ていると判断される。しかし、

楠田 (2013c)のモデルでは、従来モデルとは異なり、全満期の債券を投資対
象としているため、短期債券群を一つの投資対象に設定すれば、これは安全

証券を代替するので、安全証券を敢えてポートフォリオに組み込む必要性は

無いと考えられる。

後者の問題に関しては、楠田 (2013c)におけるリスクの市場価格一定の 2
ファクター・モデルは「完備アフィン・モデル」となっているが、この場合、

リスクの市場価格を状態変数のアフィン関数とした「本質的アフィン・モデ

ル」に一般化しても、解析的取扱い易さは或る程度維持されることが示され

ている。

本稿では、楠田 (2013c)の枠組みにおいて投資対象から安全証券を外し、代
わりに株式指数を組み入れ、リスクの市場価格を状態変数である短期金利と

平均短期金利のアフィン関数に一般化した「本質的アフィン・モデル」を仮

定して、相似拡大的頑健効用を最大化する株式指数と全満期債券の最適ポー

トフォリオの近似解析解の導出を試みる。

主要な結果は以下の通りである。先ず、理論的帰結通り、債券の最適投資

比率の満たす条件が 2式となっており、短期債券群と中長期債券群の最適投
資比率を決定出来る。しかし、同近似解析解では、楠田 (2013c)の結果と同
様に、値関数を構成する、短期金利・平均短期金利の 2変数関数の 7係数は
7元連立非線形方程式の数値解として陰伏的にしか与えられてない。このと
き、楠田 (2013c)と同様に、金利モデルの係数に妥当と判断される制約を仮
定しても、リスクの市場価格が短期金利、或いは平均金利に依存することが

障害となり、上記数値解法負担を軽減する近似解析解を導くことは困難であ

ることが判明する。そこで、金利モデルの係数への制約に加え、リスクの市

場価格一定の「完備アフィン・モデル」を改めて仮定することによって、上

記数値解法負担が 1変数方程式の数値解導出にまで軽減された近似解析解を
導いている。

本稿の次章以降の構成は次の通りである。2章では、2ファクター・本質的
アフィン・モデルと相似拡大的頑健効用を紹介し、相似拡大的頑健効用下の消

費と株式・債券投資の最適化問題の最適条件であるHamilton-Jacobi-Bellman
(HJB)方程式を導出する。3章では、同 HJB方程式の解である値関数を構
成する金利・平均金利の 2変数関数の偏微分方程式を Campbell and Viceira
(2002)、楠田 (2013a)等の技法により近似し、近似解析解を導出する。4章
では、完備アフィン・モデルと金利モデルの係数間の制約を仮定し、数値解
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法負担が低く、実証分析が容易な近似解析解を導出する。

2 頑健効用と2ファクター・本質的アフィン・モデ
ルに基づく消費と株式・債券投資の多期間最適化

本章では、ナイトの不確実性下で頑健効用と 2ファクター・「本質的アフィ
ン・モデル」に基づく消費と株式・債券投資の多期間最適化問題の確率制御

による解法を示す。先ず、2ファクター・本質的アフィン・モデル等の環境を
説明した後、Anderson, Hansen, and Sargent (2003)が提案する頑健効用と
頑健効用下の確率制御の解法を紹介する。そして、同効用下の消費と株式・

債券投資の多期間最適化問題に対する最適条件である HJB方程式を示す。

2.1 環境

無限連続時間の摩擦の無い証券市場経済を考察する。投資家共通の尤も有

り得べき確率測度と情報構造は完備フィルター付き確率空間 (Ω,F , F, P )に
よりモデル化されている。ここで、F = (Ft)t∈[0,∞)は 2次元標準ブラウン運
動 zによって生成される自然なフィルター付けである。確率測度 P の下での

期待作用素を E と表記する。

一種類の消費財、株式指数、割引債が任意の時点で市場で取引されている。

割引債は任意の時点で発行されており、発行時点の満期までの期間は τ̄ とす

る。株価指数の価格を S、満期 T の割引債の価格を BT と表記する。消費財

空間は、消費率過程 cが
∫∞
0 ctdt < ∞ a.s.を満たす非負値適合的過程の空

間とする。

金利の変動過程については、安全証券と 1種類の債券のポートフォリオ問
題を考察している Campbell and Viceira (2002)や楠田 (2013a)では、瞬間
的スポット・レートを対象に金利の平均回帰傾向を織り込んだ 1ファクター・
モデルであるバシチェック・モデル (Vasiceck (1997))を仮定している。しか
し、1ファクター・モデルでは、満期の異なる債券の収益率は完全相関するた
め、本稿のような全満期の債券のポートフォリオ問題の考察には適していな

い。そもそも、金利のイールド・カーブの変動については、主成分分析から、

長短金利の平行移動 (parallel shift)、捩れ (twist)、歪み (curvature)の 3成
分で 99%以上が説明できるとされている。特に、平行移動成分が 80～90%、
これに捩れ成分を加えると、90～95%の説明力を持つとされている。そこで、
バシチェック・モデルにおいて定数と仮定されている平均金利の変動を織り

込んで満期の異なる債券間の相関の表現を企図した「2ファクター・ハル・ホ
ワイト・モデル」(Hull and White (1994))を仮定する。
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仮定 1. 瞬間的スポット・レート rは次の過程に従う。

drt = κ(r̄t − rt) dt − σ dz1t (2.1)

dr̄t = κ̄(r̄ − r̄t) dt −
2∑

i=1

ρ̄i σ̄ dzit (2.2)

ここで、κは瞬間的スポット・レートの平均金利過程 r̄t への回帰速度、σは

拡散係数、κ̄は平均金利過程の平均金利 r̄への回帰速度、σ̄ は拡散係数をそ

れぞれ表す正の定数である。また、ρ̄1, ρ̄2 ∈ [−1, 1]で、ρ̄1は金利変化 drt と

平均金利変化 dr̄t の相関を表しており、ρ̄2
1 + ρ̄2

2 = 1を満たしている。

以下では、瞬間的スポット・レート rtを「短期金利」、平均金利過程 brtを

「平均短期金利」、平均金利 r̄を「長期平均短期金利」と呼ぶ。

上記モデルは、状態変数 (rt, r̄t)の「アフィン・モデル」（Duffie and Kan
(1996)）に包含される。リスクの市場価格については、定数と仮定されたモ
デルは「完備アフィン・モデル（completely affine models）」、状態変数の
アフィン関数と仮定されたモデルは「本質的アフィン・モデル（essentially
affine models）」とそれぞれ呼ばれている（Duffee (2004)）。本稿では、「本
質的アフィン・モデル」を仮定することから出発する。また、株式指数の収

益率のボラティリティは一定と仮定する。

仮定 2. 1. リスクの市場価格 λは短期金利と平均短期金利のアフィン関数

である。

λit = λi + λi1rt + λi2r̄t i = 1, 2 (2.3)

ここで、λi, λi1, λi2 は定数である。

2. 株式指数の収益率のボラティリティは vである。ここで、vは正の定数

である。

2.2 証券価格過程と予算制約式

補題 1. 仮定 1・2の下、株式指数 S と満期 T の割引債の無裁定価格 BT は

次の確率微分方程式に従う。

dSt

St
=

(
rt +

2∑
i=1

ρivλit

)
dt +

2∑
i=1

ρiv dzit (2.4)

dBT
t

BT
t

=

(
rt +

2∑
i=1

σi(τ)λit

)
dt +

2∑
i=1

σi(τ) dzit (2.5)

ここで、ρ1, ρ2 ∈ [−1, 1]で、ρ1は短期金利変化 drtと株式指数 Stの収益率の

相関を表しており、ρ2
1 + ρ2

2 = 1を満たしている。τ = T − tで、(
σ1(τ)
σ2(τ)

)
=

(
σ ρ̄1σ̄

0 ρ̄2σ̄

)(
b1(t)
b2(t)

)
(2.6)
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ここで、(b1, b2)は次の非斉次の定数係数線形連立常微分方程式の境界値問題
の解析解である。

d

dt

(
b1(t)
b2(t)

)
=

(
κ + σλ11 σ̄

∑2
i=1 ρ̄iλi1

−κ κ̄ + σ̄
∑2

i=1 ρ̄iλi2

)(
b1(t)
b2(t)

)
+

(
−1
0

)
(2.7)

境界条件：b1(T ) = b2(T ) = 0

証明. 補論 A.1参照。

以下では、vi = ρviと略記する。

投資家は初期時点の短期金利 r0 と平均短期金利 r̄0 を所与として与えられ

た富W0 を株式指数と全満期の債券を対象に投資することによって効用を最

大化する問題を解く。通常は富に対する証券の投資比率を最適化するが、本

稿では、任意の満期の債券を投資対象としているため富に対する債券投資比

率密度過程 ϕt(τ)を最適化する。ここで、τ は債券の満期までの期間を表し

ている。尚、このとき、或る特定の満期の債券の投資比率自体を非零とする

投資を認めるため、許容される関数 ϕの空間は超関数を含む関数空間とする。

また、以下では、全債券への投資比率を Φと表記するが、

Φt =
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕt(τ)dτ (2.8)

であることを予め留意されたい。

補題 2. 債券の投資比率密度過程 ϕと消費率過程 cを所与とする。このとき、

仮定 1・2の下、富過程W は次の予算制約式を満たす。

dWt =

{(
rt +

2∑
i=1

(
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕt(τ)σi(τ)dτ + (1 − Φt)vi

)
λit

)
Wt − ct

}
dt

+
2∑

i=1

(
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕt(τ)σi(τ)dτ + (1 − Φt)vi

)
Wtdzit (2.9)

証明. 補論 A.2参照。

留意点 1. 予算制約式 (2.9)は、安全証券と全満期債券を投資対象とする場合
の予算制約式における

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕt(τ)σi(τ)dτ (2.10)

の項が
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕt(τ)σi(τ)dτ + (1 − Φt)vi (2.11)

(i = 1, 2)に置き換わっているに過ぎない。(2.11)は 2次元ブラウン運動の各
次元における全証券のボラティリティの投資比率密度で重み付けられた加重
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平均である。かかる観点から (2.10)を改めて見直すと、安全証券のボラティ
リティは 0なので、(2.10)も全証券のボラティリティの投資比率密度で重み
付けられた加重平均にほかならない。すなわち、本予算制約式と楠田 (2013c)
で導出されている安全証券と全満期債券を投資対象とする場合の予算制約式

は本質的に同一の構造である。

以下では、適宜、上記加重平均を次の記号で略記する。

Ψit =
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕt(τ)σi(τ)dτ + (1 − Φt)vi i = 1, 2 (2.12)

2.3 頑健効用

ナイトの不確実性下、「頑健効用」（Anderson, Hansen, and Sargent (2003)）
を所持する投資家は現実の確率測度として P を尤も有り得べき確率測度（以

下、「参考確率測度」、或いは「参考確率」と呼ぶ）と認識しているが、参考確

率測度 P 以外の確率測度である可能性を否定出来ない。そこで、彼女或いは

彼は参考確率測度 P 以外の確率測度の候補として、全ての「等価確率測度」
1の集合 Pを想定する。そして、彼女或いは彼は各消費計画に対し最悪の場

合の等価確率測度を想定して、P上で「期待効用汎関数」を最小化する「最

悪確率」を求める。この際、参考確率 P を尤も有り得べき確率と認識してい

る以上、参考確率 P と大幅に乖離する最悪確率を想定することは慎重を通り

越して杞憂の謗りを免れない。そこで、参考確率 P との乖離に損失を与える

P に関する最悪確率の相対エントロピーの割引現在価値を期待効用汎関数に

付加した汎関数を最小化対象とする。ここで、P に関する最悪確率の相対エ

ントロピーの割引現在価値は次式で定義されている。

R̃x = Ex

[
β

∫ ∞

0

e−βt log Λx
t dt

]
(2.14)

本章では、投資家が次式で表される頑健効用汎関数を所持すると仮定する。

u(c) = inf
P x∈P

Ex

[∫ ∞

0

e−βt c1−γ
t

1 − γ
dt

]
+

1
θ
R̃x if γ �= 1 (2.15)

= inf
P x∈P

Ex

[∫ ∞

0

e−βt log ct dt

]
+

1
θ
R̃x if γ = 1

ここで、βは割引率、γは相対的危険回避度、θは「曖昧性の回避度合」を表

す正の定数である。
1P̃ が P の等価確率測度とは、両測度の零集合が一致している場合、すなわち、P (A) = 0 ⇔

P̃ (A) = 0が成立している場合を言う。尚、任意の等価確率測度 P x は、ギルサノフの定理によ
り、2乗可積分な或る適合的過程 x により、ラドン・ニコディム微分として、次式のように表現
される。

dP x

dP
= exp

„Z ∞

0
xtdzt − 1

2

Z ∞

0
x2

t dt

«
(2.13)
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留意点 2. 係数 θ = 0+ のとき、第 2項が無限大となるため最小化の結果導
出される最悪確率は参考確率 P となり、効用汎関数は相対的危険回避度 γの

CRRA (Constant Relative Risk Aversion)期待効用汎関数となる。θが増加

するにつれて最小化の結果導出される相対エントロピーは大きくなり、参考

確率と最悪確率の乖離は増大する。これは、θが大きくなるにつれて、投資家

がより「曖昧性回避的 (umbiguity averse)」（Cheng and Epstein (2002)）と
なることを示している。2すなわち、θ は曖昧性回避の度合いを示している。

また、θ = 0+ の場合を以下では「曖昧性中立的」な場合と呼ぶ。

2.4 頑健効用下の確率制御

予算制約式 (2.9) を満たす消費財・投資比率過程 (c, ϕ) を初期状態 Y0 =
(W0, r0, r̄0)に対する許容的制御と呼び、許容的制御の集合を C(Y0)と表記す
る。このとき、最適投資問題は次式で定義される値関数 V (Y0)の解析解を求
める問題となる。

V (Y0) = sup
(c,ϕ)∈C(Y0)

u(c) (2.16)

頑健効用下での本問題 (2.16)の確率制御による解法を、曖昧性中立的な場
合の本問題の確率制御による解法から説き起こす。

頑健効用 (2.15)において曖昧性中立的で相対的危険回避度が γ の CRRA
期待効用となっている場合、本問題 (2.16) は次の通常の Hamilton-Jacobi-
Bellman方程式（以下、「HJB方程式」）を解く問題に帰着される。

sup
ϕ

[
D(c,ϕ)V (Wt, rt, r̄t) − βV (Wt, rt, r̄t) − c1−γ

t

1 − γ

]
= 0 (2.17)

s.t. 横断条件
lim

T→∞
E[ e−βT V (WT , rT ) ] = 0 (2.18)

ここで、

D(c,ϕ)V (Wt, rt, r̄t) =

{(
rt +

2∑
i=1

Ψiλit

)
Wt − ct

}
VW +

1
2

2∑
i=1

Ψ2
i W 2

t VWW

− Ψ1σ WtVWr −
2∑

i=1

Ψiρ̄iσ̄ WtVWr̄

+ κ(r̄t − rt)Vr + κ̄(r̄ − r̄t)Vr̄ +
1
2
σ2Vrr +

1
2
σ̄2Vr̄r̄ + ρ̄1σσ̄Vrr̄ (2.19)

Anderson, Hansen, and Sargent (2003)は、頑健効用における最悪確率測
度導出が最悪確率測度への測度変換項 g(Yt) = (g1(Yt), g2(Yt)) を状態変数の

2係数 θ が大きくなるにつれて、投資家がより曖昧性回避的となることはジャンプ拡散情報
の下でも示されている（例えば、Kusuda (2006) を参照）。
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確率微分方程式に次のように加えた後、

dWt =

{(
rt +

2∑
i=1

Ψiλit

)
Wt − ct +

2∑
i=1

Ψi Wt gi(Yt)

}
dt +

2∑
i=1

ΨiWt dzit

drt =
(
κ
(
r̄t − rt

)− σg1(Yt)
)

dt − σ dz1t

dr̄t =

(
κ̄
(
r̄ − r̄t

)− 2∑
i=1

ρ̄iσ̄gi(Yt)

)
dt −

2∑
i=1

ρ̄iσ̄ dzit

次式で表される最小化を行うことと等価であることを示している。

inf
g

[
D(c,ϕ)V − βV +

c1−γ

1 − γ
+

1
2θ

‖g(Yt)‖2

+
(
Ψ1WtVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄

)
g1(Yt) +

(
Ψ2WtVW − ρ̄2σ̄Vr̄

)
g2(Yt)

]

従って、頑健効用における HJB方程式は次式のように表される。

sup
(c,ϕ)

inf
g

[
D(c,ϕ)V − βV +

c1−γ

1 − γ
+

1
2θ

‖g‖2

+
(
Ψ1WtVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄

)
g1 +

(
Ψ2WtVW − ρ̄2σ̄Vr̄

)
g2

]
= 0 (2.20)

s.t. (2.18)
先ず、最小化の 1階の条件より、最悪確率測度（変換項）が次のように決

定される。 (
g∗1
g∗2

)
= −θ

(
Ψ1WtVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄

Ψ2WtVW − ρ̄2σ̄Vr̄

)
(2.21)

最悪確率測度変換項 g∗を HJB方程式に代入すると、次式を得る。

sup
(c,ϕ)

[
D(c,ϕ)V − βV +

c1−γ

1 − γ

− θ

2

{(
Ψ1WtVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄

)2

+

(
Ψ2WtVW − ρ̄2σ̄Vr̄

)2}]
= 0 (2.22)

3 相似拡大的頑健効用下の消費と株式・債券投資の
多期間最適化

本章では、Maenhout (2004)が提案する相似拡大的頑健効用と同効用下に
おける消費と投資の多期間最適化問題に対するHJB方程式と消費・投資の最
適条件から値関数の偏微分方程式を導出し、値関数の関数形を推測する。そ
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して、推測された値関数を構成する短期金利・平均短期金利の 2変数関数の
非斉次の偏微分方程式を導出し、非斉次項を Campbell and Viceira (2002)、
楠田 (2013a)等の技法で近似して、近似解析解を導出する。最後に、近似最
適ポートフォリオの代表的具体例を紹介する。

3.1 相似拡大的頑健効用下の値関数の偏微分方程式

頑健効用において曖昧性の回避度合を表す θ は一定で状態に独立である。

Maenhout (2004) は曖昧性の回避度合を状態変数 Yt = (Wt, rt, r̄t) に依存
出来るように θ = θ(Yt) に拡張した「一般化頑健効用族」を提示している
が、同効用は効用汎関数が備えるべき望ましい性質とされる「相似拡大性

(homotheticity)」を一般に有していない。そこで、Maenhout (2004)は θ(Yt)
を次のように特定化した「相似拡大的頑健効用 (homoethetic robust utility)」
を提唱している。

θ(Yt) =
δ

(1 − γ)V (Yt)
(3.1)

ここで、δは曖昧性の回避度合を表す正の定数である。

以下では、投資家の効用汎関数が相似拡大的頑健効用と仮定する。

仮定 3. 投資家の効用汎関数はHJB方程式 (2.22)における θを (3.1)式で定
義される θ(Yt)で置き換えた相似拡大的頑健効用である。

このとき、HJB方程式 (2.22)は次のように書き換えられる。

sup
(c,ϕ)

[
D(c,ϕ)V − βV +

c1−γ

1 − γ

− δ

2(1 − γ)V

{(
Ψ1WtVW − σVr − ρ̄1σ̄Vr̄

)2

+

(
Ψ2WtVW − ρ̄2σ̄Vr̄

)2}]
= 0

(3.2)

HJB方程式における最大化の 1階の条件から最適消費・投資比率密度 (c∗, ϕ∗)
は次式を満たしている。

c∗t = V
− 1

γ

W (3.3)

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ∗
t (τ)σ1(τ)dτ + (1 − Φ∗

t )v1 = − VW

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)λ1t

+
VWr − δVW Vr

(1−γ)V

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)σ +
VWr̄ − δVW Vr̄

(1−γ)V

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) ρ̄1σ̄ (3.4)
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1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ∗
t (τ)σ2(τ)dτ + (1 − Φ∗

t )v2 = − VW

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)λ2t

+
VWr̄ − δVW Vr̄

(1−γ)V

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) ρ̄2σ̄ (3.5)

最適消費 (3.3)式と最適投資条件 (3.4)(3.5)式を HJB方程式 (3.2)に代入
して整理すると、次の値関数 V に関する偏微分方程式が得られる。

1
2
σ2Vrr +

1
2
σ̄2Vr̄r̄ + ρ̄1σσ̄Vrr̄ − 1

2
q2
1(Y1)
p(Yt)

− 1
2

q2
2(Y1)
p(Yt)

+
δ

2(γ − 1)V
(
σ2V 2

r + σ̄2V 2
r̄ + 2ρ̄1σσ̄VrVr̄

)
+ rtWtVW + κ(r̄t − rt)Vr + κ(r̄ − r̄t)Vr̄ − βV +

γ

1 − γ
V

− 1−γ
γ

W = 0 (3.6)

ここで、

p(Yt)=W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1 − γ)V

)
(3.7)

q1(Yt)=Wt

{
λ1VW − σ

(
VWr − δVW Vr

(1 − γ)V

)
− ρ̄1σ̄

(
VWr̄ − δVW Vr̄

(1 − γ)V

)}
(3.8)

q2(Yt)=Wt

{
λ2VW − ρ̄2σ̄

(
VWr̄ − δVW Vr

(1 − γ)V

)}
(3.9)

上記偏微分方程式から値関数が次の関数形であることが推測される。

V (Wt, rt, r̄t) =
(
H(rt, r̄t)

)γ W 1−γ
t

1 − γ
(3.10)

値関数 V に偏微分を施し、(3.4)(3.5)式に代入し、値関数の偏微分結果とと
もに偏微分方程式 (3.6)に代入すると、次の命題を得る。

命題 1. 仮定1・2・3の下、本問題 (2.16)の最適投資比率密度ϕ∗は (3.11)(3.12)
式を満たしており、値関数 V を構成する関数 H(rt, r̄t)は 2階の偏微分方程
式 (3.13)の解である。

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ∗
t (τ)σ1(τ)dτ + (1 − Φt)v1 =

1
γ + δ

λ1t

+
(

1 − 1
γ + δ

)(
γ

γ − 1

)(
−σ

Hr

H
− ρ̄1σ̄

Hr̄

H

)
(3.11)

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ∗
t (τ)σ2(τ)dτ+(1−Φt)v2 =

1
γ + δ

λ2t+
(

1 − 1
γ + δ

)(
γ

γ − 1

)(
−ρ̄2σ̄

Hr̄

H

)
(3.12)
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σ2

2

(
Hrr

H

)
+

σ̄2

2

(
Hr̄r̄

H

)
+ ρ̄1σσ̄

(
Hrr̄

H

)

+
δ

2(γ − 1)(γ + δ)

{
σ2

(
Hr

H

)2

+ σ̄2

(
Hr̄

H

)2

+ ρ̄1σσ̄

(
Hr

H

)(
Hr̄

H

)}

+
(

κ(r̄t − rt) +
γ + δ − 1

γ + δ
σλ1t

)(
Hr

H

)
+

(
κ̄(r̄ − r̄t) +

γ + δ − 1
γ + δ

2∑
i=1

ρ̄iσ̄λit

)(
Hr̄

H

)

−
(

γ − 1
2γ(γ + δ)

‖λt‖2 +
γ − 1

γ
rt +

β

γ

)
+
(

1
H

)
= 0 (3.13)

証明. 補論 A.3参照。

3.2 値関数を構成する金利関数の偏微分方程式の非斉次項近似

偏微分方程式 (3.13)は消費・効用過程に起因する非斉次項 1/Hを含んでお

り、解析解の導出を困難にしている。そこで、Campbell and Viceira (2002)
がCRRA効用と 1ファクター金利モデルを仮定し、消費と 2証券（安全証券
と 1債券）投資の最適化問題で導出した金利関数の常微分方程式の近似解析
解を導出する際に用いた技法に楠田 (2013a)の技法等を援用して同非斉次項
を対数線形近似する。

先ず、(3.3)式と値関数 (3.10)から 1/H(rt, r̄t) = ct/Wt が成立しているこ

とに留意し、1/H(rt, r̄t)を次のように limt→∞ E[log ct − logWt]の周りで3対

数線形近似する。 1
H(rt, r̄t)

≈ h0 − h1 log H(rt, r̄t) (3.14)

ここで、

h0 = h1(1 − log h1) (3.15)

h1 = exp
(

lim
t→∞E

[
log
( ct

Wt

)])
(3.16)

(3.14)式を偏微分方程式 (3.13)の非斉次項 1/Hに代入すると、次の近似偏微

分方程式を得る。

σ2

2

(
Hrr

H

)
+

σ̄2

2

(
Hr̄r̄

H

)
+ ρ̄1σσ̄

(
Hrr̄

H

)

+
δ

2(γ − 1)(γ + δ)

{
σ2

(
Hr

H

)2

+ σ̄2

(
Hr̄

H

)2

+ ρ̄1σσ̄

(
Hr

H

)(
Hr̄

H

)}

+
(

κ(r̄t − rt) +
γ + δ − 1

γ + δ
σλ1t

)(
Hr

H

)
+

(
κ̄(r̄ − r̄t) +

γ + δ − 1
γ + δ

2∑
i=1

ρ̄iσ̄λit

)(
Hr̄

H

)

−
(

γ − 1
2γ(γ + δ)

‖λt‖2 +
(γ − 1)

γ
rt +

β

γ
− h0

)
− h1 log H = 0 (3.17)

3Campbell and Viceira (2002)はE[log ct−log Wt]の周りで対数線形近似しているが、この
場合、E[log ct−log Wt]は rと rtに依存する。そこで、一定値をとる limt→∞ E[log ct−log Wt]
の周りで対数線形近似を行っている。
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近似偏微分方程式 (3.17)の解が次式で表される 2次関数の指数関数であるこ
とは容易に推測される。

H(rt, r̄t) = exp
(

a0 + a1rt + a2r̄t +
1
2
a11r

2
t + a12rtr̄t +

1
2
a22r̄

2
t

)
(3.18)

このとき、

h1 = lim
t→∞

[
−a0 + a1E[rt] + a2E[r̄t] +

1
2
a11E[r2

t ] + a12E[rtr̄t] +
1
2
a22E[r̄2

t ]
]

(3.19)
平均短期金利 r̄tは線形確率微分方程式 (2.2)の解であり、次のように解ける。

r̄t = r̄ + (r̄0 − r̄)e−κ̄t −
2∑

i=1

ρ̄iσ̄

∫ t

0

eκ̄(s−t)dzis (3.20)

短期金利 rtは確率微分方程式 (2.1)の r̄tを r̄で近似すると、線形確率微分方

程式の解となり、次のように近似出来る。

rt ≈ r̄ + (r0 − r̄)e−κt − σ

∫ t

0

eκ(s−t)dz1s (3.21)

(3.20)式と (3.21)の近似式を用いて (3.19)式を計算した h1の近似値を h̃1と

定義する。このとき、h̃1は次のように算出される。

h̃1 = −a0−r̄(a1+a2)−1
2

(
σ2

2κ
+ r̄2

)
a11−

(
ρ̄1σσ̄

κ + κ̄
+ r̄2

)
a12−1

2

(
σ̄2

2κ̄
+ r̄2

)
a22

(3.22)
また、上式を用いて (3.15)式を計算した h0の近似値を h̃0と定義する。すな

わち、

h̃0 = h̃1(1 − log h̃1) (3.23)

近似値 (h̃0, h̃1)を用いた近似偏微分方程式 (3.17)の解に基づく近似値関数、
近似最適消費、近似最適投資比率密度をそれぞれ Ṽ , c̃∗, ϕ̃∗ と定義する。

3.3 近似解析解

金利・平均金利の 2 変数関数 (3.18)に偏微分を施し、近似偏微分方程式
(3.17)に代入すると、次式を得る。

12



σ2

2

(
a11 +

(
a1 + a11rt + a12r̄t

)2)+
σ̄2

2

(
a22 +

(
a2 + a12rt + a22r̄t

)2)
+ ρ̄1σσ̄

(
a12 +

(
a1 + a11rt + a12r̄t

)(
a2 + a12rt + a22r̄t

))
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

{
σ2
(
a1 + a11rt + a12r̄t

)2 + σ̄2
(
a2 + a12rt + a22r̄t

)2
+ ρ̄1σσ̄

(
a1 + a11rt + a12r̄t

)(
a2 + a12rt + a22r̄t

)}
+
(

κ(r̄t − rt) +
γ + δ − 1

γ + δ
σ
(
λ1 + λ11rt + λ12r̄t

)) (
a1 + a11rt + a12r̄t

)

+
(

κ̄(r̄ − r̄t) +
γ + δ − 1

γ + δ
σ̄

2∑
i=1

ρ̄i

(
λi + λi1rt + λi2r̄t

)(
a2 + a12rt + a22r̄t

))

−
(

γ − 1
2γ(γ + δ)

2∑
i=1

(
λi + λi1rt + λi2r̄t

)2 +
γ − 1

γ
rt +

β

γ
− h̃0

)

− h̃1

(
a0 + a1rt + a2r̄t +

1
2
a11r

2
t + a12rtr̄t +

1
2
a22r̄

2
t

)
= 0 (3.24)

上式は (rt, r̄t, r
2
t , rtr̄t, r̄

2
t )に関する恒等式であるから、(a0, a1, a2, a11, a12, a22)

に関する 6元連立非線形方程式が得られる。(3.23)式を (3.24)に代入し h̃0を

消去した後、同 6元連立方程式と (3.22)式を結合した 7元連立非線形方程式
を数値解法によって解けば、(a0, a1, a2, a11, a12, a22, h̃1)が算出される。
このとき、次の命題を得る。

命題 2. 仮定 1・2・3の下、本問題 (2.16)の近似値関数と近似最適消費はそ
れぞれ (3.25)式と (3.26)式で表され、近似最適投資比率密度は (3.27)(3.28)
式を満たしている。

Ṽ (Wt, rt, r̄t) = exp

[
γ

{
a0+a1rt+a2r̄t+

1
2
a11r

2
t +a12rtr̄t+

1
2
a22r̄

2
t

}]
W 1−γ

t

1 − γ

(3.25)

c̃∗t = exp
[
−a0 − a1rt − a2r̄t − 1

2
a11r

2
t − a12rtr̄t − 1

2
a22r̄

2
t

]
Wt (3.26)

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ̃∗
t (τ)σ1(τ)dτ + (1 − Φ̃t)v1 =

1
γ + δ

λ1t +
(

1 − 1
γ + δ

)(
γ

γ − 1

)

×
(
−
(
σa1 + ρ̄1σ̄a2

)
−
(
σa11 + ρ̄1σ̄a12

)
rt −

(
σa12 + ρ̄1σ̄a22

)
r̄t

)
(3.27)

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ̃∗
t (τ)σ2(τ)dτ + (1 − Φ̃t)v2 =

1
γ + δ

λ2t +
(

1 − 1
γ + δ

)(
γ

γ − 1

)

×
(
−ρ̄2σ̄

(
a2 + a12rt + a22r̄t

))
(3.28)
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留意点 3. 近似最適投資比率密度の条件式 (3.27)(3.28) は、この種のやや
複雑なポートフォリオ最適化問題で示されている多くの結果と同様に、モ

デルの係数と最適投資比率の関数関係が不明確なほか、金利関数の 7 係数
(a0, a1, a2, a11, a12, a22, h̃1)が 7元連立非線形方程式の数値解として陰伏的に
しか与えられてないため、当該最適投資比率を用いて投資家の相対的危険回

避度と「相対的曖昧性回避度」を推定するなどの実証分析が困難である。そ

こで、金利関数の 7係数の近似解析解を導出するため、楠田 (2013c)と同様
に金利モデルのパラメータ間に制約を付加しても、補論 A.4の際の近似解析
解導出過程を分析すれば分かる通り、リスクの市場価格が短期金利、或いは

平均短期金利に依存すると、近似解析解導出は困難である。次章では、金利

モデルの係数間の制約に加え、リスクの市場価格一定の完備アフィン・モデル

を改めて仮定することにより、上記関数関係が明確で、且つ数値解法負担が

軽く実証分析の容易な近似解析解を導出する。その前に近似最適ポートフォ

リオの代表的具体例をみておく。

3.4 近似最適ポートフォリオの代表的具体例

近似最適ポートフォリオの代表的な具体例を二つ示す。以下では、(3.27)
式と (3.28)式の右辺の項をそれぞれ q1t, q2tとする。

3.4.1 2債券

先ず、投資家が満期までの期間が固定された異なる 2種類の債券 (τ1, τ2)の
みに投資する場合を考察する。2債券の最適投資比率を (Φ∗

1, Φ
∗
2)とすると、

(3.27)(3.28)式より、2債券の近似最適投資比率は次式を満たしている。(
σ1(τ1) − v1 σ1(τ2) − v1

σ2(τ1) − v2 σ2(τ2) − v2

)(
Φ∗

1t

Φ∗
2t

)
=

(
q1t − v1

q2t − v2

)

従って、この場合の最適投資比率は次のように求められる。(
Φ∗

1t

Φ∗
2t

)
=

(
σ1(τ1) − v1 σ1(τ2) − v1

σ2(τ1) − v2 σ2(τ2) − v2

)−1(
q1t − v1

q2t − v2

)

すなわち、

Φ∗
1t = D−1

((
σ2(τ2) − v2

)(
q1t − v1

)
−
(
σ1(τ2) − v1

)(
q2t − v2

))

Φ∗
2t = D−1

(
−
(
σ2(τ1) − v2

)(
q1t − v1

)
+
(
σ1(τ1) − v1

)(
q2t − v2

))

ここで、

D =
(
σ1(τ1) − v1

)(
σ2(τ2) − v2

)
−
(
σ1(τ2) − v1

)(
σ2(τ1) − v2

)
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3.4.2 2債券群

次に、投資家が満期の異なる債券を短期債券群 (0, τM ] と中長期債券群
(τM , τ̄ ]の二つに分類し、各債券群内の投資比率密度は一様分布とする投資
を行う場合を考察する。2債券群の最適投資比率密度を (ϕ∗

1, ϕ
∗
2)とすると、

(3.27)(3.28)式より、2債券の近似最適投資比率は次式を満たしている。(
1
τ̄

∫ τM

0
(σ1(τ) − v1)dτ 1

τ̄

∫ τ̄

τM
(σ1(τ) − v1)dτ

1
τ̄

∫ τM

0
(σ2(τ) − v2)dτ 1

τ̄

∫ τ̄

τM
(σ2(τ) − v2)dτ

)(
ϕ∗

1t

ϕ∗
2t

)
=

(
q1t − v1

q2t − v2

)

従って、この場合の最適投資比率密度は次のように求められる。(
ϕ∗

1t

ϕ∗
2t

)
=

(
1
τ̄

∫ τM

0
(σ1(τ) − v1)dτ 1

τ̄

∫ τ̄

τM
(σ1(τ) − v1)dτ

1
τ̄

∫ τM

0
(σ2(τ) − v2)dτ 1

τ̄

∫ τ̄

τM
(σ2(τ) − v2)dτ

)−1(
q1t − v1

q2t − v2

)

よって、各債券群への投資比率は次を満たしている。

ϕ∗
1tτM = D−1

(∫ τ̄

τM

(
σ2(τ) − v2

)
dτ
(
q1t − v1

)

−
∫ τ̄

τM

(
σ1(τ) − v1

)
dτ
(
q2t − v2

))τM

τ̄

ϕ∗
2t(τ̄ − τM ) = D−1

(
−
∫ τM

0

(
σ2(τ) − v2

)
dτ
(
q1t − v1

)

+
∫ τM

0

(
σ1(τ) − v1

)
dτ
(
q2t − v2

)) τ̄ − τM

τ̄

ここで、

D =
(

1
τ̄

∫ τM

0

(σ1(τ) − v1)dτ

)(
1
τ̄

∫ τ̄

τM

(σ2(τ) − v2)dτ

)

−
(

1
τ̄

∫ τ̄

τM

(σ1(τ) − v1)dτ

)(
1
τ̄

∫ τM

0

(σ2(τ) − v2)dτ

)

4 完備アフィン・モデルと金利関連係数間制約下の
近似解析解

本章では、リスクの市場価格を一定とした「完備アフィン・モデル」を仮

定し、金利モデルの係数間の関係性に制約を付加することにより、モデルの

諸係数と最適投資比率の関数関係が明確で、且つ数値解法負担が非常に軽く

実証分析の容易な近似解析解を導出する。
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4.1 追加的仮定

リスクの市場価格を一定とした「完備アフィン・モデル」を仮定する。ま

た、平均金利は金利に比べ平均回帰速度と分散が有意に小さいとみられるほ

か、金利・平均金利間の相関も相当程度低いとみられることから、次の仮定

を置く。

仮定 4. 1. リスクの市場価格における仮定 2において、λi1 = λi2 = 0 (i =
1, 2)、すなわち、λit = λi である。

2. 金利モデルの係数 σ, σ̄, ρ̄1, κ, κ̄の間に次の関係式が成立している。( σ̄

σ

)2

, ρ̄1
σ̄

σ
,
( κ̄

κ

)2

≈ 0 (4.1)

仮定 4.1の λit = λiを (3.24)式に代入し、(rt, r̄t, r
2
t , rtr̄t, r̄

2
t )の各係数と定

数項を整理すると、次の連立方程式を得る。

γ(γ + δ − 1)
(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a2

11 + 2ρ̄1σσ̄a11a12 + σ̄2a2
12

)
− (h̃1 + 2κ)a11 = 0 (4.2)

γ(γ + δ − 1)
(γ − 1)(γ + δ)

(
σ̄2a2

22+2ρ̄1σσ̄a12a22+σ2a2
12

)
−(h̃1+2κ̄)a22+2κa12 = 0

(4.3)
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a11a12 + σ̄2a12a22 + ρ̄1σσ̄(a11a22 + a2

12)
)

+ κa11 − (h̃1 + κ + κ̄)a12 = 0 (4.4)

γ(γ + δ − 1)
(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a1a11 + σ̄2a2a12 + ρ̄1σσ̄(a1a12 + a2a11)

)

+
(γ + δ − 1)σλ1

γ + δ
a11 +

(
(γ + δ − 1)

∑2
i=1 ρ̄iσ̄λi

γ + δ
+ κ̄r̄

)
a12

− (h̃1 + κ)a1 − γ − 1
γ

= 0 (4.5)

γ(γ + δ − 1)
(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a1a12 + σ̄2a2a22 + ρ̄1σσ̄(a1a22 + a2a12)

)

+
(γ + δ − 1)σλ1

γ + δ
a12 +

(
(γ + δ − 1)

∑2
i=1 ρ̄iσ̄λi

γ + δ
+ κ̄r̄

)
a22

+ κa1 − (h̃1 + κ̄)a2 = 0 (4.6)

σ2

2
a11 +

σ̄2

2
a22 + ρ̄1σσ̄a12 +

γ(γ + δ − 1)
2(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2a2

1 + σ̄2a2
2

)

+
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
ρ̄iσσ̄a1a2 +

γ + δ − 1
γ + δ

(
λ1a1 +

2∑
i=1

ρ̄iσ̄λia2

)

+
1 − γ

2γ(γ + δ)

2∑
i=1

λ2
i − βh̃0 − h̃1a0 = 0 (4.7)
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上記連立方程式に仮定 2.2の近似式 (4.1)を適用すると、(4.2)式より、a11 ≈ 0、
或いは、

a11 ≈ (γ − 1)(γ + δ)
γ(γ + δ − 1)

h̃1 + 2κ

σ2
(4.8)

が得られる。以下では、a11 ≈ 0に対応する近似解を「低次の近似解」、(4.8)
式に対応する近似解を「高次の近似解」と呼ぶ。

4.2 低次と高次の近似解析解

4.2.1 低次の近似解

低次の近似解については、a11 ≈ 0を (4.4)(4.3)式に代入すると、a12, a22 ≈ 0
が得られる。これらを (4.5)(4.6)式に代入すると、

a1 ≈ 1 − γ

γ(h̃1 + κ)
(4.9)

a2 ≈ (1 − γ)κ
γ(h̃1 + κ)(h̃1 + κ̄)

(4.10)

a0は a11, a12, a22 ≈ 0と上式を (4.7)式に代入して得られる。以上より、近似
最適投資比率密度は次の二つの条件式を満たす。

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ̃∗
t (τ)σ1(τ)dτ+(1−Φ̃t)v1 ≈ 1

γ + δ
λ1+

(
1 − 1

γ + δ

)
(h1 + κ)σ + κρ̄1σ̄

(h̃1 + κ)(h̃1 + κ̄)
(4.11)

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ̃∗
t (τ)σ2(τ)dτ+(1−Φ̃t)v2 ≈ 1

γ + δ
λ2+

(
1 − 1

γ + δ

)
κρ̄2σ̄

(h̃1 + κ)(h̃1 + κ̄)
(4.12)

(4.11)(4.12)式は、最適債券投資比率が短期金利にも平均短期金利にも依存
しない一定値となることが示されている。

4.2.2 高次の近似解

高次の近似解については、次の命題を得る。

命題 3. 仮定 1-4の下、本問題 (2.16)の高次の解として次の 1・2が成り立つ。

1. 近似値関数と近似最適消費はそれぞれ (4.13) 式と (4.14) 式で近似さ
れる。

Ṽ (Wt, rt, r̄t) ≈ exp

[
γ

{
a0+a1rt+a2r̄t+

1
2
a11r

2
t +a12rtr̄t+

1
2
a22r̄

2
t

}]
W 1−γ

t

1 − γ

(4.13)
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c̃∗t ≈ exp
[
−a0 − a1rt − a2r̄t − 1

2
a11r

2
t − a12rtr̄t − 1

2
a22r̄

2
t

]
Wt (4.14)

ここで、a22は近似式 (4.8)を満たしており、

a12 ≈ −
(
1 +

κ̄

κ

)
a11 (4.15)

a22 ≈ −
(
1 +

κ̄

κ

)
a12 ≈

(
1 +

2κ̄

κ

)
a11 (4.16)

a1 ≈ −
(

γ − 1
γ

)(
(h̃1 + 2κ)(σλ1 − ρ̄2σ̄λ2) − σ2

κσ2

)
− κ̄

κ
r̄ a12 (4.17)

a2 ≈
{

1
h̃1 + κ̄

(
−
(
1 +

κ̄

κ

)
(h̃1 + 2κ) + κ)

)
a1

+
(

γ + δ − 1
γ + δ

(
σλ1 − ρ̄2σ̄λ2

)
a12 + κ̄r̄ a22

)}
(4.18)

a1 ≈ 1
h̃1

(
σ2

2
a11 +

γ(γ + δ − 1)
2(γ − 1)(γ + δ)

σ2a2
1 +

γ + δ − 1
γ + δ

λ1a1

+
1 − γ

2γ(γ + δ)

2∑
i=1

λ2
i − βh̃1(1 − log h̃1)

)
(4.19)

h̃1は、(3.22)式の (a0, a1, a2, a11, a12, a22)に (4.8)式、(4.15)-(4.19)式
を代入して得られる方程式の数値解法により得られる解である。

2. 近似最適投資比率密度は近似式 (4.20)(4.21)を満たしている。

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ̃∗
t (τ)σ1(τ)dτ + (1 − Φ̃t)v1 ≈ 1

γ + δ
λ1

+
(

1 − 1
γ + δ

)
(h̃1 + 2κ)(σλ1 − ρ̄2σ̄λ2) − σ2

κσ

+
h̃1 + 2κ

σ

{(
r̄t − rt

)
+

κ̄

κ

(
r̄t − r̄

)}
(4.20)

1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕ̃∗
t (τ)σ2(τ)dτ + (1 − Φ̃t)v2 ≈ 1

γ + δ
λ2

+
(

1 − 1
γ + δ

) (−h̃1(h̃1 + 2κ)λ1 + (h̃1 + κ)σ
)
ρ̄2σ̄

κ(h̃1 + κ̄)σ

− (h̃1 + 2κ)ρ̄2σ̄

σ2

(
r̄t − rt

)
(4.21)

ここで、

σ1(τ) =
1
κ

(
1 − e−κτ

)
σ +

{
1
κ̄

(
1 − e−κ̄τ

)
+

1
κ − κ̄

(
e−κτ − e−κ̄τ

)}
ρ̄1σ̄

(4.22)

σ2(τ) =
{

1
κ̄

(
1 − e−κ̄τ

)
+

1
κ − κ̄

(
e−κτ − e−κ̄τ

)}
ρ̄2σ̄ (4.23)
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証明. 補論 A.4参照。

留意点 4. 命題 3を命題 2と比較すると、数値解法負担は 1変数方程式の数
値解導出にまで軽減している。また、近似最適投資比率密度が満たす条件式

(4.20)(4.21) 式は、前章で導出された条件式 (3.27)(3.28) に比べ、モデルの
諸係数と最適投資比率が関数関係で明示されており、実証分析を容易にして

いることがみてとれる。
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A 証明

A.1 補題 1の証明

標準ブラウン運動 (z1, z2)とリスクの市場価格 (λ1, λ2)により

z∗it = zit −
∫ t

0

λis ds i = 1, 2 (A.1)

で定義される確率過程 (z∗1 , z∗2)は、ギルサノフの定理より、リスク中立確率
測度下の標準ブラウン運動である。よって、本稿の 2ファクター金利モデル
は、(z∗1 , z∗2)を用いて

drt =
(
κ
(
r̄t − rt

)− σ
(
λ1 + λ11rt + λ12r̄t

))
dt − σ dz∗1t

dr̄t =
(
κ̄
(
r̄ − r̄t

)− 2∑
i=1

ρ̄iσ̄
(
λi + λi1rt + λi2r̄t

))
dt −

2∑
i=1

ρ̄i σ̄ dz∗it

と表現される。

今、割引債BT を状態変数 (r, r̄t, t)の上に書かれた派生資産と看做すと、滑
らかな関数 f(rt, r̄t, t)により、

BT
t = f(rt, r̄t, t) (A.2)

と表記される。このとき、無裁定条件から、f は次の偏微分方程式の境界値

問題の解となっていることが示される。

ft + µtfr + µ̄tfr̄ +
σ2

2
frr +

σ̄2

2
fr̄r̄ + ρσσ̄frr̄ − rf = 0 (A.3)
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境界条件： f(T ) = 1 (A.4)

ここで、
µt = κ

(
r̄t − rt

)− σ
(
λ1 + λ11rt + λ12r̄t

)
µ̄t = κ̄

(
r̄ − r̄t

)− 2∑
i=1

ρ̄iσ̄
(
λi + λi1rt + λi2 r̄t

)
一方、本 2ファクター・モデルはアフィン・モデルなので、上記偏微分方

程式の解 f は滑らかな関数 b0, b1, b2によって

f(rt, r̄t, t) = e−b0(t)−b1(t)rt−b2(t)r̄t (A.5)

境界条件： b0(T ) = b1(T ) = b2(T ) = 0 (A.6)

と書けることが示される。(A.5)式に偏微分を施し、(A.3)式に代入すると、
次式を得る。

− b′0 − b′1rt − b′2r̄t −
(
κ
(
r̄t − rt

)− σ
(
λ1 + λ11rt + λ12r̄t

))
b1

−
(
κ̄
(
r̄−r̄t

)−σ̄
2∑

i=1

ρ̄i

(
λi+λi1rt+λi2r̄t

))
b2+

σ2

2
b2
1+

σ̄2

2
b2
2+ρ̄1σσ̄b2b3−rt = 0

(A.7)

(A.7)式は (rt, r̄t)の恒等式であるから、(rt, r̄t)の係数を整理すると、(2.7)式
を得る。最後に、(A.5)式を対数微分して BT

t の確率微分方程式を導出する

と、(2.6)式を得る。

A.2 補題 2の証明

満期までの期間が τ の債券価格をBt(τ)と表記する。所与の cの下、株式・

全債券の自己資金充足的ポートフォリオ (ϑ, ϑ(τ))を考える。先ず、次式が成
り立っている。

Wt = ϑtSt +
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϑt(τ)Bt(τ)dτ (A.8)

また、当該ポートフォリオは自己資金充足的であるから次式が成り立っている。

dWt = ϑtdSt +
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϑt(τ)dBt(τ)dτ − ctdt (A.9)

上式の dSt と dBt(τ)にそれぞれ (2.4)式と (2.5)式を代入し、そこで現れる
ϑtStに (A.8)式を用いると、次式を得る。

dWt =
(

Wt − 1
τ̄

∫ τ̄

0

ϑt(τ)Bt(τ)dτ

){(
rt +

2∑
i=1

viλit

)
dt +

2∑
i=1

vi dzit

}

+
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϑt(τ)Bt(τ)

{(
rt +

2∑
i=1

λiσi(τ)

)
dt +

2∑
i=1

σi(τ) dzit

}
dτ − ctdt

(A.10)
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上式に ϑt(τ)Bt(τ) = ϕt(τ)Wt を代入し、整理すると、次式を得る。

dWt = Wt

{(
rt +

2∑
i=1

viλit

)
dt +

2∑
i=1

vi dzit

+
2∑

i=1

(
1
τ̄

∫ τ̄

0

ϕt(τ)
(
σi(τ) − vi

)
dτλit

)
dt

+
2∑

i=1

(
1
τ̄

∫ τ̄

0

(
σi(τ) − vi

)
dτdzit

)}
− ctdt (A.11)

さらに、上式を整理すると、(2.9)式が得られる。

A.3 命題 1の証明

先ず、値関数 (3.10)式に偏微分を施すと、次の式群を得る。

WtVW = (1−γ)V, W 2
t VWW = −γ(1−γ)V, Vr = γ

Hr

H
V, Vr̄ = γ

Hr̄

H
V,

WtVWr = γ(1 − γ)
Hr

H
V, WtVWtr̄ = γ(1 − γ)

Hr̄

H
V,

Vrr = γ

{
Hrr

H
+ (γ − 1)

(
Hr

H

)2
}

V, Vr̄r̄ = γ

{
Hr̄r̄

H
+ (γ − 1)

(
Hr̄

H

)2
}

V,

Vrr̄ = γ

{
Hrr̄

H
+ (γ − 1)

(
Hr

H

)(
Hr̄

H

)}
V (A.12)

最適投資比率密度 Φ∗
t は次式を満たしていることに留意しておく。

Φ∗
it = −qi(Yt)

p(Yt)
i = 1, 2 (A.13)

値関数の偏微分結果 (A.12)を (3.7)-(3.9)式に代入すると、(A.14)-(A.16)式
を得る。

p(Yt)= (γ − 1)(γ + δ)V (A.14)

q1(Yt)=
{

(1 − γ)λ1t + γ(1 − γ − δ)
(
−σ

Hr

H
− ρ̄1σ̄

Hr̄

H

)}
V (A.15)

q2(Yt)=
{

(1 − γ)λ2t + γ(1 − γ − δ)
(
−ρ̄1σ̄

Hr̄

H

)}
V (A.16)

(A.13)式に (A.14)-(A.16)式を代入すると、(3.11)(3.12)式を得る。
値関数 V の偏微分方程式 (3.6)における投資比率密度 ϕ関連項は Φ1 関連

項と Φ2 関連項は最適投資比率密度条件 (3.11)(3.12)式と (A.12)式を用いる
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と、次のように整理される。

−1
2

q2
1(Yt)
p(Yt)

= − 1
2(γ − 1)(γ + δ)

(
(1 − γ)λ1t + γ(γ + δ − 1)σ

Hr

H
+ γ(γ + δ − 1)ρ̄1σ̄

Hr̄

H

)2

V

= − 1
2(γ − 1)(γ + δ)

{
(γ−1)2λ2

1t+γ2(γ+δ−1)2
(

σ2

(
Hr

H

)2

+ ρ̄2
1σ̄

2

(
Hr̄

H

)2
)

−2γ(γ−1)(γ+δ−1)λ1t

(
σ

(
Hr

H

)
+ ρ̄2

1σ̄
2λ1t

(
Hr̄

H

))
+2γ2(γ+δ−1)2ρ̄1σσ̄

(
Hr

H

)(
Hr̄

H

)}

= − γ − 1
2(γ + δ)

λ2
1t−

γ2(γ + δ − 1)2

2(γ − 1)(γ + δ)

(
σ2

(
Hr

H

)2

+ ρ̄2
1σ̄

2

(
Hr̄

H

)2

− ρ̄1σσ̄

(
Hr

H

)(
Hr̄

H

))

+
γ(γ + δ − 1)

γ + δ
λ1t

(
σ

(
Hr

H

)
+ ρ̄1σ̄

(
Hr̄

H

))}
(A.17)

− 1
2

q2
1(Yt)
p(Yt)

= − 1
2(γ − 1)(γ + δ)

(
(1 − γ)λ2t + γ(γ + δ − 1)ρ̄2σ̄

Hr̄

H

)2

V

= − 1
2(γ − 1)(γ + δ)

{
(γ − 1)2λ2

2t + γ2(γ + δ − 1)2ρ̄2
2σ̄

2

(
Hr̄

H

)2

− 2γ(γ − 1)(γ + δ − 1)ρ̄2σ̄λ2t

(
Hr̄

H

)}

= − (γ − 1)
2(γ + δ)

λ2
2t−

γ2(γ + δ − 1)2

2(γ − 1)(γ + δ)
ρ̄2
2σ̄

2

(
Hr̄

H

)2

+
γ(γ + δ − 1)

γ + δ
ρ̄2σ̄λ2t

(
Hr̄

H

)
(A.18)

このとき、(A.12)(A.17)(A.18)式を用いると、V の偏微分方程式 (3.6)に
おける

σ2

(
Hr

H

)2

, σ̄2

(
Hr̄

H

)2

, ρ̄1σσ̄

(
Hr

H

)(
Hr̄

H

)
(A.19)

の係数は共通で次のように計算される。

γ(γ − 1)
2

− γ2(γ + δ − 1)2

2(γ − 1)(γ + δ)
+

γδ

2(γ − 1)

=
γ
{
(γ − 1)2(γ + δ) − γ(γ + δ − 1)2 + γδ(γ + δ)

}
2(γ − 1)(γ + δ)

=
γδ

2(γ − 1)(γ + δ)
(A.20)

値関数 V の偏微分方程式 (3.6)における消費過程 c関連項は、最適消費 (3.3)
式を代入し、(A.12)式を用いると、

−c∗ +
c∗1−γ

1 − γ
= γ

V

H
(A.21)

23



を得る。

(A.12)式、(A.17)(A.18)式、(A.20)(A.21)式を V の偏微分方程式 (3.6)に
代入し整理すると、(3.13)式が得られる。

A.4 命題 3の証明

先ず、(4.15)-(4.18)式を示す。a12については、(4.4)式を σ2で除し、近似

式 (4.1)を用いて整理すると、次式を得る。(
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
a11 − h̃1 + κ + κ̄

σ2

)
a12 ≈ − κ

σ2
a11 (A.22)

上式左辺の a11に (4.8)式を代入し整理すると、次式を得る。

a12 ≈ − κ

κ− κ̄
a11 (A.23)

上式に近似式 (4.1)を適用すると、(4.15)式が得られる。
a22 については、(4.3)式を σ2 で除し、近似式 (4.1)を用いると、次式を

得る。
h̃1 + 2κ̄

σ2
a22 ≈

(
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
a12 +

2κ

σ2

)
a12 (A.24)

上式右辺括弧内の a12に (4.15)式を代入し、(4.8)式と近似式 (4.1)を用いる
と、次のように計算される。

a22 ≈ 1
h̃1 + 2κ̄

{
−(h̃1 + 2κ)

(
1 +

κ̄

κ

)
+ 2κ

}
a12

=
1

h̃1 + 2κ̄

{
−h̃1

(
1 +

κ̄

κ

)
− 2κ̄

}
a12

≈ − 1
h̃1 + 2κ̄

{
h̃1

(
1 +

κ̄

κ

)
+ 2κ̄

(
1 +

κ̄

κ

)}
a12

上式と (4.15)式から (4.16)式が得られる。
a1については、(4.5)式を σ2で除し、近似式 (4.1)を用いると、次式を得る。

(
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
a11 − h̃1 + κ

σ2

)
a1

≈ − 1
σ2

(
γ + δ − 1

γ + δ

(
σλ1a11 + ρ̄2σ̄λ2a12

)
+ κ̄r̄ a12 − γ − 1

γ

)
(A.25)

上式に (4.4)式と (4.2)式を適宜代入し、近似式 (4.1)を用いて整理すると、
(4.17)式が得られる。

a2については、(4.6)式を σ2 で除し、(4.8)(4.15)式と近似式 (4.1)を用い
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ると、次式を得る。

h̃1 + κ̄

σ2
a2 ≈ 1

σ2

{
−
(
1 +

κ̄

κ

)
(h̃1 + 2κ) + κ)

}
a1

+
1
σ2

(
γ + δ − 1

γ + δ

(
σλ1 − ρ̄2σ̄λ2

)
a12 + κ̄r̄ a22

)
(A.26)

上式から (4.18)式を得る。
次に、(4.20)(4.21)式を示す。(3.27)式右辺第 2項の

k1(rt, r̄t) := −
(
σa1 + ρ̄1σ̄a2

)
−
(
σa11 + ρ̄1σ̄a12

)
rt −

(
σa12 + ρ̄1σ̄a22

)
r̄t

(A.27)
を計算する。上式の (a1, a11, a12)に (4.17)(4.8)(4.15)式を代入し、近似式 (4.1)
を用いると、次式を得る。

k1(rt, r̄t) ≈
(

γ − 1
γ

)(
(h̃1 + 2κ)(σλ1 − ρ̄2σ̄λ2) − σ2

κσ

)
− κ̄

κ
σa11r̄

− (γ − 1)(γ + δ)
γ(γ + δ − 1)

h̃1 + 2κ

σ
rt +

(
1 +

κ̄

κ

) (γ − 1)(γ + δ)
γ(γ + δ − 1)

h̃1 + 2κ

σ
r̄t (A.28)

上式に (4.8)式を代入すると、(4.20)式が得られる。
(3.28)式右辺第 2項の

k2(rt, r̄t) := −ρ̄2σ̄
(
a2 + a12rt + a22r̄t

)
(A.29)

を計算する。上式の (a2, a12, a22)に (4.18)(4.15)(4.16)式を代入し、(4.17)式
と近似式 (4.1)を用いると、次式のように展開出来る。

k2(rt, r̄t) ≈ −ρ̄2σ̄

[
1

h̃1 + κ̄

{(
−(h̃1 + κ)

){
−
(

γ − 1
γ

)(
(h̃1 + 2κ)σλ1 − σ2

κσ2

)}

−
(

γ − 1
γ

)
(h̃1 + 2κ)σλ1

σ2

}
− a11rt + a11r̄t

]

= ρ̄2σ̄

(
γ − 1

γ

)(
1

h̃1 + κ̄

){
−(h̃1+κ)

(
(h̃1 + 2κ)σλ1 − σ2

κσ2

)
+

(h̃1 + 2κ)σλ1

σ2

}
+ρ̄2σ̄a11(rt−r̄t)

=
(

γ − 1
γ

) (−h̃1(h̃1 + 2κ)λ1 + (h̃1 + κ)σ
)
ρ̄2σ̄

κ(h̃1 + κ̄)σ
+

(γ − 1)(γ + δ)
γ(γ + δ − 1)

(h̃1 + 2κ)ρ̄2σ̄

σ2
(rt−r̄t)

(A.30)

上式から、(4.21)式が得られる。
最後に、(4.22)(4.23) 式を示す。補題 1 における (b1, b2) の常微分方程式

(2.7)に λi1 = λi2 = 0 (i = 1, 2)を代入すると、(b1, b2)は次の連立常微分方
程式の解である。

d

dt
b1(t) = κb1(t) − 1 (A.31)
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d

dt
b2(t) = −κb1(t) + κ̄b2(t) (A.32)

(A.31) 式は線形微分方程式であるから、定数変化法を用いると、境界条件
から、

b1(t) =
1
κ

(
1 − e−κ(T−t)

)
(A.33)

と解ける。上式を (A.32)式に代入すると、これも線形微分方程式であるか
ら、定数変化法と境界条件を用いて、次のように解ける。

b2(t) =
1
κ̄

(
1 − e−κ̄(T−t)

)
+

1
κ − κ̄

(
e−κ(T−t) − e−κ̄(T−t)

)
(A.34)

(A.33)(A.34)式を補題 1の (2.6)式に代入すると、(4.22)(4.23)式が得られる。
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