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概 要
Campbell and Viceira (2002)は相対的危険回避度一定の期待効用関

数と金利のバシチェック・モデルを仮定し、消費と債券投資の多期間最
適化問題における近似解析解を確率制御により導出した。しかし、同解
における長期債の投資比率は金利低下局面では短期債から長期債へ、金
利上昇局面では長期債から短期債へ移行する現実の投資行動を説明出来
ない。本稿では、彼等が導出した近似常微分方程式において、彼等が示
した解以外に高次の解が存在することを示す。高次の解における長期債
の投資比率は上記投資行動を説明している。但し、何れの解が真の解の
近似解であるかはモデルのパラメータに依存するため、実証分析の結果
を待つ必要がある。

1本稿は滋賀大学経済学部附属リスク研究センター東アジア保険プロジェクトにおける中国東
北財経大学金融学院との共同研究の成果の一部である。



1 序論
安全性を重視する個人投資家向けの投資信託や長期債務を有する外資系生

保等の機関投資家は短期債・長期債中心の運用を行っている場合が少なくな
いことを考慮すると、消費と短期債・長期債投資の最適化問題の考察は経済
学的意義がある。Campbell and Viceira (2002)は、短期債と満期までの期間
が一定の長期債を投資対象とする消費と投資の多期間最適化問題を相対的危
険回避度一定の期待効用関数と金利のバシチェック・モデルを仮定して確率
制御の手法で解いている。その結果、最適ポートフォリオの導出は金利の未
知関数に関する非斉次の常微分方程式の求解問題に帰着されている。同方程
式は Polyanin and Zaitsev (1995)に示されている解析解が存在するが、同解
析解は解釈が非常に困難なガンマ関数を含む複雑な式である。そこで、彼等
は同常微分方程式の非斉次項を対数線形近似し、近似解析解を与えている。
他方、Kogan and Uppal (2002)は状態変数に金利を含む一般的資産への投
資と消費の最適化問題に対し漸近展開により近似解析解を与えている。同近
似解析解からは Campbell and Viceira (2002)の消費と債券投資の最適化問
題に対応する近似解析解を導出出来るが、Campbell and Viceira (2002)は、
Kogan and Uppal(2002)の近似解析解が彼等の導出した近似解析解の特殊な
場合と解釈出来、しかも近似精度が低いことを指摘している。Campbell and
Viceira (2002)の導出した近似解析解における長期債への最適投資比率は将
来の投資機会集合の変化を考慮しない第 1項の近視眼的需要と同変化に対し
保険を掛ける第 2項の保険需要から成るが、何れの項も一定で金利に依存し
ない。しかし、かかる結果は、低金利局面では短期債から長期債へ、高金利
局面では長期債から短期債へ移行する現実の投資行動を説明出来ない。
本稿では、消費と債券投資の最適化問題における Campbell and Viceira

(2002)の解法と近似解析解を再検討する。そして、彼等が導出した近似常微
分方程式に彼等の示した解以外の高次の解が存在することを示す。そして、
長期債の最適近似投資比率における保険需要に基づく項は、低金利局面では
上昇し高金利局面では低下することを示しており、現実に観察される投資行
動を説明している。但し、何れの解が値関数の最大化を導く真の解の近似解
であるかはモデルのパラメータに依存する複雑な評価であることから、実証
分析の結果を待つ必要がある。
本稿の次章以降の構成は以下の通りである。2章では、Campbell and Viceira

(2002)の消費と債券投資の多期間最適化問題と確率制御により導出される金
利の未知関数の常微分法方程式の近似法を紹介する。3章では、Campbell and
Viceira (2002)による同常微分方程式の近似解析解を紹介した後、高次の近
似解析解を導出する。4章では、結論と今後の課題を示す。
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2 Campbell and Viceira (2002)の債券投資問題
と常微分方程式の近似

本章では、Campbell and Viceira (2002)で考察された消費と債券投資の最
適化問題と、最適値関数の近似解析解を導出するため、彼等が行った金利の
未知関数の常微分方程式近似法を紹介する。

2.1 環境と仮定

無限連続時間の摩擦の無い証券市場経済を考察する。投資家の共通主観確
率と情報構造は完備フィルター付き確率空間 (Ω,F , F, P )によりモデル化さ
れている。ここで、F = (Ft)t∈T は一次元標準ブラウン運動 z によって生成
される自然なフィルトレーションである。P の下での期待作用素を E、所与
の Ftの下での条件付き期待作用素を Etと表記する。
一種類の消費財、安全証券、割引債が任意の時点で市場で取引されている。

割引債は任意の時点で発行され、発行時点の満期までの期間は τ とする。安
全証券の価格をB、満期 T の割引債の価格をBT と表記する。消費財空間は、
消費過程 cが

∫ ∞
0

ctdt < ∞ a.s.を満たす非負値適合的過程の空間とする。
金利の変動過程については、金利が平均回帰傾向を有することを織り込ん

だ瞬間的スポット・レート・モデルであるバシチェック・モデルを仮定する。

仮定 1. 瞬間的スポット・レート rは次の Ornstein-Uhlenbeck過程に従う。

drt = κ(r̄ − rt) dt + σ dzt

ここで、κは平均金利への回帰速度、r̄は平均金利、σは拡散係数をそれぞれ
表す正の定数である。

このとき、割引債の Sharpe 測度は満期に依らず一定であり、満期 T の
割引債価格のヴォラティリティは κ−1(1 − e−κ(T−t))σ であることが示され
ている（Vasicek (1977)）。従って、割引債の Sharpe測度を λ、b(T − t) =
κ−1(1 − e−κ(T−t))と表記すると、安全証券の価格 B と満期 T の割引債の価
格 BT は次の確率微分方程式に従う。

dBt

Bt
= rt dt (2.1)

dBT
t

BT
t

= {rt + λb(T − t)σ} dt − b(T − t)σ dzt (2.2)

以下では、安全証券を「短期債」、割引債を「長期債」と呼ぶ。
投資家の効用汎関数について、次の仮定を置く。
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仮定 2. 投資家の効用汎関数は次式で表される相対的危険回避度一定の期待
効用汎関数である。

u(c) = E

[∫ ∞

0

e−ρt c1−γ
t

1 − γ
dt

]

ここで、ρは割引率、γ は相対的危険回避度をそれぞれ表す正の定数である。

2.2 確率制御による最適投資問題の解法

投資家は初期時点の金利 rを所与として与えられた富 wを短期債と新規発
行長期債（満期までの期間 τ）のみに投資することによって効用関数を最大
化する問題を解く。本問題を確率制御の手法で解くため、確率制御の諸概念、
確率過程とその集合、関数等を導入する。
初期状態を y = (w, r)、富に対する新発長期債投資の比率の過程を ϕと表

記する。所与の投資比率過程 ϕの下、富過程W は次の予算制約式を満たす。

dWt = {(rt + ϕtλb(T − t)σ)Wt − ct} dt − ϕtb(T − t)σWt dzt (2.3)

予算制約式 (2.3)を満たす消費財・投資比率過程 (c, ϕ)を初期状態 yに対す
る許容的制御と呼び、許容的制御の集合を C(y)と表記する。このとき、最適
投資問題は次式で定義される値関数 V (y)の解析解を求める問題となる。

V (y) = sup
(c,ϕ)∈C(y)

u(c) (2.4)

本問題 (2.4) は次の Hamilton-jacobi-Bellman 方程式（以下、「HJB 方程
式」）を解く問題に帰着される。

sup
(c,ϕ)

[
D(c,ϕ)V (w, r) − ρV (w, r) +

c1−γ

1 − γ

]
= 0

s.t. 横断条件
lim

T→∞
E[ e−ρT V (WT , rT ) ] = 0

ここで、

D(c,ϕ)V (w, r) = {(r + ϕtλbσ)w − ct}Vw + κ(r̄ − r)Vr

+
1
2
ϕt

2w2b2σ2Vww − ϕwbσ2Vwr +
1
2
σ2Vrr

HJB方程式における最大化の 1階の条件から最適消費・最適投資比率 (c∗, ϕ∗)
は次式を満たしている。

c∗ = V
− 1

γ
w (2.5)

ϕ∗ = − Vw

wVww

λ

bσ
+

Vwr

wVww

1
b

(2.6)
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上式を HJB方程式に代入して得られる 2階の偏微分方程式から値関数が次
の関数形をとることが容易に推測される。

V (w, r) =
(
H(r)

)γ w1−γ

1 − γ
(2.7)

このとき、HJB方程式の左辺の被最大化関数を g(c, ϕ)と置くと、最大化の 2
階の条件も満たされていることが次式により確認出来る。

gcc(c∗, ϕ∗) = −γ(c∗)−γ < 0

gϕϕ(c∗, ϕ∗) = −γ(1 − γ)b2σ2V < 0

gcc(c∗, ϕ∗)gϕϕ(c∗, ϕ∗) − (gcϕ(c∗, ϕ∗))2 = gcc(c∗, ϕ∗)gϕϕ(c∗, ϕ∗) > 0

(2.7)式をHJB方程式に代入して整理すると、次の常微分方程式が得られる。

γσ2

2(1 − γ)

(
H ′′

H

)
+

(
γκ

1 − γ
(r̄ − r) − λσ

) (
H ′

H

)

+
(

λ2

2γ
− ρ

1 − γ
+ r

)
+

γ

1 − γ

(
1
H

)
= 0 (2.8)

2.3 常微分方程式の非斉次項近似

常微分方程式 (2.8)は非斉次であるが、解析解が示されている（Polyanin
and Zaisev (1995)）。しかし、Campbell and Viceira (2002)が指摘するよう
に、同解析解は解釈が非常に困難なガンマ関数を含む複雑な式である。そこ
で、Campbell and Viceira (2002)は非斉次項を次の手順で対数線形近似して
いる。まず、(2.6)式と値関数 (2.7)から次の関係式が成立している。

1
H(rt)

=
ct

Wt
(2.9)

従って、1/H(rt)を次のように limt→∞ E[log ct − log Wt]の周りで1対数線形
近似出来る。

1
H(rt)

≈ h0 − h1 log H(rt) (2.10)

ここで、

h0 = exp
(

lim
t→∞ E

[
log

(
ct

Wt

)]) [
1 − E lim

t→∞

[
log

(
ct

Wt

)]]

h1 = exp
(

lim
t→∞ E

[
log

(
ct

Wt

)])

1Campbell and Viceira (2002) は E[log ct − log Wt]の周りで対数線形近似を行っている。
しかし、この場合、E[log ct − log Wt] は r と rt に依存する。そこで本稿では、一定値をとる
limt→∞ E[log ct − log Wt] の周りで対数線形近似を行っている。
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(2.10)式を常微分方程式の最終項に代入すると、次の近似常微分方程式が得
られる。

γσ2

2(1 − γ)

(
H ′′

H

)
+

(
γκ

1 − γ
(r̄ − r) − λσ

) (
H ′

H

)
+

λ2

2γ
− ρ

1 − γ
+ r

+
γ

1 − γ
(h0 − h1 log H) = 0 (2.11)

3 Campbell and Viceira (2002)の近似解析解と
高次の近似解析解

本章では、近似常微分方程式 (2.11)に対するCampbell and Viceira (2001,2002)
の近似解析解を紹介した後、高次の近似解析解を示す。

3.1 Campbell and Viceira (2002)の近似解析解

Campbell and Viceira (2002)は近似常微分方程式 (2.11)の解が次式で表
される 1次関数の指数関数であることは容易に分かるとしている。

H(rt) = exp(a′
0 + a′

1rt) (3.1)

(3.1)式を近似常微分方程式 (2.11)に代入すると、次式が得られる。

γσ2

2(1 − γ)
(a′

1)
2 +

(
γκ

1 − γ
(r̄ − r) − λσ

)
a′
1 +

λ2

2γ
− ρ

1 − γ
+ r

+
γh0

1 − γ
− γh1

1 − γ
(a′

0 + a′
1r) = 0 (3.2)

上式は rに関する恒等式であるから、次の (a′
0, a

′
1)に関する連立方程式が得

られる。

−γ(h1 + κ)
1 − γ

a′
1 + 1 = 0 (3.3)

γσ2

2(1 − γ)
(a′

1)
2 +

(
γκr̄

1 − γ
− λσ

)
a′
1 +

λ2

2γ
− ρ

1 − γ
+

γh0

1 − γ
− γh1

1 − γ
a′
0 = 0(3.4)

(3.3)式より、

a′
1 = −

(
1 − 1

γ

)
1

h1 + κ
(3.5)

a′
0 は上式を (3.4)式に代入して得られる。最後に、(h0, h1)については、h1

を次の方程式の数値解法で求めた後、解を h0 = h1(1 − log h1)に代入して求
められる。

h1 = exp
(
−(a′

0 + a′
1 lim

t→∞ E[rt])
)

= exp (−a′
0 − a′

1r̄)
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以上より、近似値関数、近似最適消費、近似最適長期債投資比率が次のよ
うに求められる。

V (Wt, rt) = exp
[
γ

{
a′
0 −

(
1 − 1

γ

)
1

h1 + κ
rt

}]
W 1−γ

t

1 − γ
(3.6)

c∗t = exp
(
−a′

0 +
(

1 − 1
γ

)
1

h1 + κ
rt

)
Wt (3.7)

ϕ∗
t =

1
γ

λ

b(T − t)σ
+

(
1 − 1

γ

)
1

b(T − t)(h1 + κ)
(3.8)

留意点 1. Kogan and Uppal (2001) は状態変数に金利を含む一般的資産の
最適化問題に対し γ = 1の近傍における漸近展開により近似解析解を与えて
いる。同近似解析解からは Campbell and Viceira (2002)の消費と債券投資
の最適化問題に対応する近似解析解を導出できるが、Campbell and Viceira
(2002)は、Kogan and Uppal (2001)の近似解析解が彼等の導出した近似解
析解における h1 = ρという特殊な場合と解釈出来、しかも近似精度が低いこ
とを指摘している

留意点 2. (3.8)式は、長期債の需要が一般的には将来の投資機会集合の変化
を考慮しない第 1項の近視眼的需要と同変化に対し保険を掛ける第 2項の保
険需要から成ることを示している。但し、対数効用（γ = 1）の場合、保険需
要の項は消失する。これは、良く知られているように、対数効用の場合、将来
の投資機会集合の変化から発生する代替効果と所得効果が完全に相殺する結
果、同投資家の将来の投資機会集合の変化に対する保険需要が生じないため
である。また、長期債の需要は相対的危険許容度 γ−1で重み付けられた加重
平均となっており、相対的危険許容度が小さくなるにつれて近視眼的需要は
減少し保険需要は増大することを示しているが、これは直観と合致している。

留意点 3. (3.8)式は、長期債の需要を構成する近視眼的需要の項と保険需要
の項の何れも一定で金利に依存しないことを示している。しかし、かかる結
果は、金利低下局面では短期債から長期債へ、金利上昇局面では長期債から
短期債へ移行する現実の投資行動を説明出来ない。

3.2 高次の近似解析解

近似常微分方程式 (2.11)の解について、Campbell and Viceira (2002)は 1
次関数の指数関数であるとした。本稿は、次式で表される 2次関数の指数関
数であることを示す。

H(rt) = exp
(

a0 + a1rt +
1
2
a2r

2
t

)
(3.9)
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上式を近似常微分方程式 (2.11)に代入すると、次式が得られる。

γσ2

2(1 − γ)
(a2 + a2

1 + 2a1a2r + a2
2r

2) +
( γκ

1 − γ
(r̄ − r) − λσ

)
(a1 + a2r)

+
λ2

2γ
− ρ

1 − γ
+ r +

γh0

1 − γ
− γh1

1 − γ

(
a0 + a1r +

1
2
a2r

2

)
= 0 (3.10)

上式より、次の (a0, a1, a2)に関する連立方程式を得る。

γσ2

2(1 − γ)
a2
2 −

γ(h1 + 2κ)
2(1 − γ)

a2 = 0 (3.11)

γσ2

1 − γ
a1a2 − γκ

1 − γ
a1 +

(
γκr̄

1 − γ
− λσ

)
a2 + 1 − γh1

1 − γ
a1 = 0 (3.12)

γσ2

2(1 − γ)
a2 +

(
γκr̄

1 − γ
+

γσ2

2(1 − γ)
a2
1 − λσ

)
a1

+
λ2

2γ
− ρ

1 − γ
+

γh0

1 − γ
− λh1

1 − γ
a0 = 0 (3.13)

(3.11)式より a2 = 0、或いは

a2 =
h1 + 2κ

σ2
(3.14)

以下では、a2 = 0に対応する解を「低次の解」、(3.14)式に対応する解を
「高次の解」と呼ぶ。低次の解が Campbell and Viceira (2002)の近似解析解
(a′

0, a
′
1)と一致することは直ちに確認出来る。すなわち、彼等は高次の解を見

落とし低次の解のみを示したのである。
以下では、高次の解を導出する。(3.14)式を (3.12)式に代入し a1について

整理すると次式を得る。

γκ

1 − γ
a1 +

(
γκr̄

1 − γ
− λσ

)
h1 + 2κ

σ2
+ 1 = 0

これを解いて、a1が次のように求まる。

a1 = −
(

1 − 1
γ

)
λ(h1 + 2κ) − σ

κσ
− h1 + 2κ

σ2
r̄ (3.15)

a0は上式を (3.13)式に代入して得られる。最後に、(h0, h1)については、h1

を次の方程式の数値解法で求めた後、解を h0 = h1(1 − log h1)に代入して求
められる。

h1 = exp
(
−a0 − a1 lim

t→∞ E[rt] − 1
2
a2 lim

t→∞ E[r2
t ]

)

= exp
(
−a0 − a1r̄ − 1

2
a2

(
σ2

2κ
+ r̄2

))
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以上より、高次の解に対応する近似値関数、近似最適消費、近似最適長期
債投資比率が次のように求められる。

V (Wt, rt) = exp
[
γ

{
a0 + a1rt +

1
2

h1 + 2κ

σ2
r2
t

}]
W 1−γ

t

1 − γ
(3.16)

c∗t = exp
(
−a0 − a1rt − 1

2
h1 + 2κ

σ2
r2
t

)
Wt (3.17)

ϕ∗
t =

1
γ

λ

b(T − t)σ
+

(
1 − 1

γ

)
λ(h1 + 2κ) − σ

b(T − t)κσ
+

h1 + 2κ

σ2
(r̄ − rt) (3.18)

留意点 4. 常微分方程式が非斉次であるため、Campbell and Viceira (2002)
が導出した低次の近似解析解と本稿で導出した高次の近似解析解は重ね合わ
せることが出来ない。それでは、何れが値関数を最大化する真の解の近似解
であるのだろうか。これはパラメータに依存する複雑な評価となるため、実
証分析によるパラメータ推定の結果を待つ必要がある。

留意点 5. 高次の近似解析解では、(3.18)式において h1, κ > 0より、最適投
資比率が金利低下局面では短期債から長期債へ、金利上昇局面では長期債か
ら短期債へ移行する現実の投資行動を説明しており、Campbell and Viceira
(2002)の導出した近似解析解よりも経済学的に有意義な解であることを示唆
している。

4 結論と今後の課題
Campbell and Viceira (2002)は相対的危険回避度一定の期待効用関数と金

利のバシチェック・モデルを仮定し、消費と債券投資の多期間最適化問題に
おいて近似解析解を導出したが、同解における長期債の近似最適投資比率は
金利低下局面では短期債から長期債へ、金利上昇局面では長期債から短期債
へ移行する現実の投資行動を説明出来なかった。本稿では、彼等が導出した
近似常微分方程式に高次の近似解析解が存在することを示した。同解におけ
る長期債の近似最適投資比率は上記投資行動を説明している。但し、何れが
値関数を最大化する真の解の近似解であるかは実証分析の結果を待つ必要が
ある。
本稿では、経済現象が賽振りのような生起する事象は未知であるが、任意の

事象が生起する確率は既知であると仮定している。しかし、経済現象はKnight
が指摘した通り、事象が生起する確率さえ未知である。Knightは前者の賽振
りのような事象を「リスク」、後者のような生起確率さえ未知の事象を「真の
不確実性」と呼んだ。近年、真の不確実性を織り込みながら解析的に取り扱
い易い効用関数が提案されている。また、CAPMで示されている最適ポート
フォリオである市場ポートフォリオは全ての資本資産を含んでおり、債券の
みならず、株式、REIT等を対象資産として含む最適ポートフォリオ問題を
解くことが望まれる。筆者は真の不確実性を織り込んだ効用関数の下、短期
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債、長期債、株式を投資対象とする多期間最適化問題の適切な近似解析解を
導出することを企図している。
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