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概要

近年の日本経済の経験が示すように、デフレが経済の不安定性に影響を及ぼし

ていることは否定できないであろう。デフレは実質負債残高を増加、実質利子

率を上昇させ、企業の財務体質をさらに悪化させる。そして、市中銀行等の貸

し手は融資に慎重にならぎるを得ず、不況を長期化させているとい うことで

ある。

本稿では、物価、負債荷重の動態を考慮した金融不安定性のマクロ動学モデ

ルを構築 し、寡占経済における金融の不安定性、循環を検討する。そして、所

得分配、労働市場の調整速度がどのように動学体系に影響するかといつた若干

の考察を行 う。



1  は じめに

近年の日本経済の経験が示すように、デフレが経済の不安定性に影響を及ぼ

していることは否定できないであろう。デフレは実質負債残高を増加、実質利

子率を上昇させ、企業の財務体質をさらに悪化させる。そして、市中銀行等の

貸し手は融資に慎重にならざるを得ず、不況を長期化させているということで

ある。このような観点は、フィッシャー (IFもher)の負債
・デフレーション仮

説に端を発 し、インフレ・ターゲット導入の是非といつた現在の日本の金融政

策に関するの議論とも深く関わっている問題である。

他方、ヘ ッジ金融から、投機的金融、ポンツィ金融へと至る金融旋弱化を

経済の不安定性の主要な要因として捉える金融不安定性仮説がミンスキー

(H PMins町)に より提唱された。二宮 (2001b)は、「貸し手のリスク」、「借 り

手のリスク」、負債荷重の動態を明示的に考慮 したモデルを提示 し、非線形動

学の手法を用いてミンスキー的な経済の循環を論 じている
Ⅲl。しかしながら、

二宮 (2001b)では、物価の動態が考慮されておらず、資本主義経済の分析とし

て、十分であるとは言い難い。

これに対 して、二宮 (2002)は、ケインズ
・グッドウィンモデルにおいて金

融の不安定性を議論し、利子率 ・ターゲットやインフレ・タ
ーゲットといった

金融政策の有効性等について検討を行つている
Ⅲ2。
 し かしながら、二宮 (2002)

では、負債荷重の動態が考慮されていない。また、グッドウィンのモデルと同

様、財市場の需給一致が仮定されており、寡占経済の定式化としては適切であ

るとは言V 難ヽ V 。ヽ

さらに、 Vヽotto n ( 1 9 9 4 )は、ミンスキーの金融不安定性仮説を継承しつつも、

・1金融不安定性仮説は、非新古典派の経済学者に多大な影響を与え、様々な観点から議論が展

開されている。金融不安定性仮説を数理モデルに展開したものは多数存在するが、井繰形

動学の手法を用いて金融的な経済の循療を論じたものして、Folヴ(1987)、ScthK1992)等が

ある。
Ⅲ2グ ッドゥィンモデルに金融的側面を導入 したものとして、Asadar19891、F的はc and

Asada(1994)等がある。但 し、これ らのモデルに導入されている金融部門は通常の と財

方程式である。とV方 程式は、経済を安定化させるように作用する。



金融不安定性の要因として利潤率の低下を強調している。また、所得分配と金

融不安定性の関連を数理モデルで研究したものも少なからず存在する
ネう
。

本稿の目的は、物価、負債荷重の動態を考慮 した金融不安定性のマクロ動学

モデルを構築 し、寡占経済における金融の不安定性、循環を論 じることにあ

る。そして、所得分配、労lel市場の調整速度がどのように動学体系に影響する

かといった若子の考奈を行 う。

本稿の構成は、以下のようなものである。まず、第 21節 では、利子率決定

の議論を行い、「貸し手のリスク」「借 り手のリスクJが 利子率にどのように影

響するかを議論する。そして、第 22節 では、本稿の主たる特徴である負債荷

重と物価の動態を定式化する。さらに、第 23節 では、以上のような側面を考

慮したマクロ動学モデルを構築し、寡占経済における金融の不安定性、循環等

を議論する。第 3節 は、まとめである。

2  モ デル

21 利 子率の決定

まず、利子率の決定を検討しよう。我々は、名目利子率 rが債券市場の需給

一致で決定されると想定する
・4。っまり、

ど/十 ど』十どy= 0                           ( 1 )

ど』=一EX―どエイ=― (C  t t r _ r ) _ (ル〃_肋0) = 0

で決定されるということである。ここで、どχt財の超過需要、ど』:債券の超

過需要、ど〃 :貨幣の超過需要、C:消 費需要、ri投資需要、rt実 質産出量

(所得)、ル〃 :貨幣需要、llF:貨幣供給、である。(1)を見れば分かるように、

貨幣の需給のみならず、消費や投資が利子率の決定に関わつている。

■3二 宮 (2002)もそのような試みの
一つである。この他、Jarsunc(19,o)、KCCn(1995)等があ

る。
■4著者は、これまで二宮 (2001 al(2001b)等において、債券市場で利子率が決定されると定式

化している。このような定式化により、「貸し手のリスクJ「 借り手のリスク」と利子率決

定の関係を明示的に表すことが可能になると考える。



次に、消費関数、投資関数を検討しよう。我々は寡占経済を想定しているの

で、価格 Pは マ
ークアップ原理で決定されると考える。つまり、

ノ= 甲 = い 。閉

である。ここで、τ:マークアップ率、″:名目賃金率、L:雇用量、yt実質産出量、

′=を/r:労働・産出比率、である。また、労働・産出'ヒ率′は技術進歩を表し

ており、一定率(―″2)で成長すると仮定する。つまり、

′=′(0)2充P(―″2ナ)                                  (3)

である。

(2)

(6)

( 2 )を考慮すれば、実質賃金所得 2rl″は、

名″=7朋〒キ号と=キr=仰のy
である。ここで、β(=τ/(1+τ)):利潤分配率、である

・59

次に、実質粗利潤 rrは、

rI=r_(7/P)を =r_札 r=岳 r=β y

であり、実質負債残高b(=』/P)で割れば、

号
=βノ

(4)

が得られる。ここで、』:名目負債残高、メ(=r/b=pr/』 ):産出
・負債比率、で

ある。産出 ・負債比率は経済の健全性を表している。また、実質粗利潤は全て

企業の内部留保になると想定する。

消費関数 σは、

c=arrl r=θ(1-β)r O<α <1               (7)

のように、実質賃金所得に関して線形であると仮定する。ここで、α:限界消費

性向、である。

Ⅲ5また、β.=1/(1+「 )2>0で ぁる。敬に、マ
ークアップ卒 [の上昇は 利 潤分配率 βの上

昇と同様の効果を持つ。マークアップ率は、独占の程度を表している。



投資関数は、

r=身 r十みん =/1y十 み(/―π
2)か
 '>0 ち <0 (8)

と仮定する。ここで、/:名日利子率、″(=r― πケ実質利子率、打
¢:期待インフレ

率、である。この投資関数は、投資が実質産出量 rと 実質負債乃 に依存する

ということを意味している。言い換えれば、負債に多くを依存しない企業は、

利子率の動きが投資の決定にあまり影響を与えないということである。この意

味において、係数年は 「借り手のリスクJを表していると考えることができる。

さらに、貨幣需要関数、貨幣供給関数を定式化しよう。貨幣需要関数l1/は、

琴
= “ つy 存 < 0             ( り

を仮定する。ここで、そ:マーシャルのたであり、名 目利子率 /の減少関数であ

ると考える。

を仮定する。ここで、rr:ハイパヮー ドマネ
ー、ζ:貨幣乗数、である。し>0の

仮定は、「貸 し手のリスクJを 表 している。つまり、産出 ・負債比率ノの上昇

は、経済の健全性が高まつたことを意味するので、市中銀行等の 「貸 し手のリ

スク」が低下し、貸付が増加するということである
Ⅲ6。

(7)～(10)を実質負債残高 bで 割れば、

貨幣供給関数 才冴 は、

些室==ζOちr)字
 与
>0 争>0

C(=;)=α (1-β)ノ

' ( = ; ) = r 1 /メ 十み(/―π
2)

ノ1甲 )報わ
が(=昨)=釣)つ緒=仰,ウ

(10)

( 1 1 )

( 1 2 )

( 1 3 )

( 1 4 )

ャ6二宮(2004)は、この点に関する簡単なミクロ経済学的議論を行つている。
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が得られる。ここで、ん=(Fr/P)/ぁ:ハィパワードマネー・負債比率、である。

以上の想定により、利子率の決定を検討しよう。(1)を実質負債残高あで割

オ切ず、

―
(C十'一カ

ー
(〃7″
―アが)=0

である。そ して、(15 )に (1 1 )～(1 4 )を代入すれば、

降( 1 -βル十/ v l十み( r一π
2 )一
ノl十路( r )ノ

~ζ
tノ, r )ん1 = 0

が得られ、(16)を利子率/でとけば、

/ = / け, ん) 〆) り( = φ) 雲0 物< 0 メπマ> 0

ダ= の= ―偽 垂0

(15)

(16)

( 1 7 )

/″ =

み十ちプー争力
く0 /ポ =み

十ちッー争乃
>0

が得られる。ここで、

?=打 ―[1-α(1-β)1=を一S

P P l l =た一ら力書0

であり、?:経済の実物的側面、″メ経済の金融的側面、を表している。

ら(>0)は 「貸 し手のリスク」を表 しているが、この効果が取引需要に基づ

く効果 (た)を上回るならば、り <0と なる可能性がある。そして、争み<0か

つ、そ<1争ん ならば、産出 ・負債比率ノの上昇にも関わらず、名目利子率 /は

下落する。つまり、経済の健全性が高まれば、市中銀行等の 「貸し手のリスクJ

が低下する。その結果、貸付の増加を通じて貨幣供給量が増加 し、利子率が下

落するということである。利子率の下落は、さらに投資を促進し、投資ブーム

を引き起こす可能性がある。

逆に、産出 ・負債比率ノが下落すれば、名目利子率 rが上昇するということ

を示している。つまり、経済の健全性が低下すれば、「貸し手のリスクJの 上昇

により貸付が抑制されるということである。その結果、貨幣供給量は減少 し、

( 1 8 )

( 1 9 )



利子率が上昇する。そして、名目利子率の上昇は有利子負債の増大を通じて投

資を抑制 し、経済の健全性はさらに低下する可能性があるということである。

但し、その可能性は、負債残高や物価の動態にも大きく依存すると考えられ

る。例えば、名目利子率が上昇したとしても、インフレ率がさらに上昇するな

らば、実質負債残高は減少する。このような場合、投資が促進される可能性が

ある。逆に、名目利子率が下落したとしても、インフレ率がマイナスになるな

らば、実質負債残高は増加する。つまり、投資が抑制される可能性があるとい

うことである。また、インフレは実質利子率を下落、デフレはそれを上昇さ

せる。

22 負 債 荷重 と物価の動態

次に、実質負債残高うと物価クの動態を定式化しよう。まず、(6)(8)を考慮

すれば、実質負債残高の動態は、

=rl l十み(r一π
2)一
βノ (20)

と定式化される。つまり、内部留保でファイナンスすることができない投資

は、負債の増加によってファイナンスされるということを示 している。

さらに、我々は、寡占経済を想定しているので、物価 Pは (2)のようにマ
ー

クアップ原理で決定されると考えている。そして、名目賃金率 ″ の動態を、

彬
=δ /(ど)十π

タ
 フ戸>O δ >0

と定式化する。ここで、ユ雇用率、であり、

ど=を/と
∫=(ん/r)(r/の(ぁ/を

S)

=′(0)exp(―″2″)ノ(み/五
∫
)=′(0)メ[b/五

∫2XP(″2r)l=′(0)ンを

た=b/とSttP(″2″)

である。(21)は、期待物価上昇率を含んだフィリップス曲線であり、雇用率ど

に応 じて名 目賃金率 ″ が変化するということを示している。δはその調整パ

回

一う一

ｒ

一
あ〓

う

一
う

(21)

(22)



ラメータであるヤ7。

( 2 )より、インフレ率πは、

π(=;)=材;―|                              (23)
であり、(23)に (3)(21)(22)を代入すれば、

π=δ/(7(0)ノた)十π
ター″2                               (24)

が得られる
Ⅲ8。

23 金 融の不安定性 と循環

さらに、産出 ・負債比率等の動態を定式化し、/fN融の不安定性、循宗を論じ

よう。実質産出量 yの 動態は、

ン=α (C ttr_r)α >o                    (25)

と定式化される。ここで、α:財市場の調整パラメータ、である。(25)を実質負

債残高うで割り、(11)(12)を代入すれば、

挙=択C十洋一カ        oO
=αlク(1-βル十ルノ十み(″―〆)一月

(27)

キ7労働者の交渉力は、フィリップス曲線の形状ア で表される。ここで、雇用率ど力S低下して
いる局面を考えよう。この時、δが十分小さいならば、名目賃金率 ,/があまり下落しない。
言い換えれば、これは景気の後退局面における労働者の交渉力が強いということと同様の

効果を持つということである。但し、言うまでも無く、δの大きさは、所得分配には影響し
ない。
キ8(1)(20)(24)を

同時に考慮することが、本稿の主たる特徴である。

ま態動のノ率
レ
』
，債負出産

　
・ハ
封
け

ヽ
　

　

＜

リ

　

　

　

ノ

ｏ　

よ

　

　

　

一

競印　だ勺

カ



であり、(27)に (20)(26)を代入 して整理すれば、

,=α レ(1-β )ノ十Ft l十み(/一π
2)一
月―ノ1/1メ十み(/一π

夕
)一β】   (28)

が得 られる。

また、ん=(ガ/P)/b=〃/(Pb)より、ハイパワードマネー・負債比率んの動

態は、

ヵ   ェr  ぁ

万
=F r ~万 ~π                    ( 2 9 )

である。そして、ハイパワードマネー/rの成長率が一定率μであると仮定す

れば、

ガ =ガ (0)劣P(μ″)                     (30)

である。

(20)(24)(30)を(29)に代入 して整理すれば、

あ= [μ―降ノ十み( r―π
2 )一
β刀 〔δメ( 7 ( 0ル)十が一″2 1 1み   ( 3 1 )

が得られる。

さらに、た=あ/五セ・P(″2r)の動態は、

た  b  ttS      あ

ア
=万~戸 ~″2=万~″                  (32)

である。ここで、LS=が(0ンフ(″lr)でぁり、労働供給が一定率″【で成長す

るとい うことを表 している。また、″=″1+″2で ある。(32)に(20)を代入す

れ ば 、

た=1/1ノ十み(r―πリーβノー″1ん                  (33)

が得られる。

期待インフレ率π匂ま、Stein(1969)、Asada(1991)に従い、た/た=0、乃/ん=0

を満たすインフレ率であると想定する。(31 ) ( 3 3 )より、

;=μ
―π一
;=0                           ( 3 4 )

,=;―″=0                           (35)



であり、(34)(35)を考慮すれば、

tr―π―″=0                         (36)

が得 られる。故に、期待インフレ率 π
2、

π
2=μ ―″                         (37)

であると考える。

(17)(28)(31)(33)(37)を整理すれば、動学体系(9、

ン
= α
 t α( 1 - β ) ノ十 十 F r ノ十 み ( ア( ノ) 力) 一 ( μ

― 円) ) 一】

―ノtrlノ十み(/け)み)一(lt―″))一β】          (Sl)

″=rrノ十み(/(″,77)―(μ―″))―βノー″lん                (S2)

力=lμ―降ノ十み竹(ノ,力)~(μ―″))一βll

_pメ(′(0ルを)十(μ一″)一″】lん        (S3)

(38)

/11=α〔α(1-β)十身十■0-11-ノ〔ル十■φ―βl―″
=α[?十rrφl一ノう~力 ろ ='十 r/φ―β

/13=α与物~メみ″″ 力1=た1ル十みφ―βl=洵ケ

あ3=み//1々 あ1=―力〔を十みφ―β tt δ/′(0)司=―ん〔/1v tt δ/′(0)司

九2=1~δ/′(0)メ1ん<0 ん 3=~んちぁ

であるヤ9。

そして、その特性方程式は、

ぇ3+αl九
2+α
2九十,3=0                  ( 3 9 )

・9均街値においては、ア()一βノ=れ、である。

ま

ル
９

ビ
　

ム

カ

カ

ヨ備
　
０
０
ん

ａ
菊
像
昭

れ

体
　
　
　
〓

ら

学

　

　

ち

得

動

が



であり、

αl=― /11-あ2~ム3

=―[α〔?十うゆl―ノう一れ1+んみ17
(40)

( 4 1 )

α3=~冴 で'ち=/11カ3カ2~乃 1/13ム2

=(/11ル3~力 1/13)力2

=[α(一ざ一β)一″1みあr/R2>0

である。

ここで、以下の仮定 1を置く。

(42)

【仮定11

う=Fl十みφ―β>0

仮定 1は、産出 ・負債比率ノの上昇による直接、及び間接的な投資の増加

(■+みφ)が、その上昇による利潤の増加 (β)を上回るということ意味してい

る。つまり、産出・負債比率ノの上昇により、実質負債残高みは増加するとい

うことである。逆に、産出 負ヽ債比率ノが低下する場合、投資が大きく抑制さ

れ、実質負債残高うは減少するということである。

さらに、任意のィ(=?0)について、?十み0=0を 満たすり をり0とすれば、

り0 =甲 御        0

であり、

?十み0喜 0 ( → り 章りo ( 複 号同)頂)          ( 4 4 )

である。

０
＞れ

み

―
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ｒ
ヽ
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一一　
　
一一
　

〓

α
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以上の想定により、以下の命題 1が得られる。

【命題 1】

αは十分大きいとする。この時、″ヶ<P/210ならば、動学体系(Dは 局所的に

不安定となる。逆に、ァリ >″ケ0な らば、安定となる。

(証明)

(44)より、″ヶ<″ケ0ならば?十みφ>0で ある。この時、αが十分大きいな

らば、(40)よりαl<0と なる。故に、Routh=Hunvizの条件は満たされない。

逆に、″ヶ>7730ならば?十みφ<0で ある。この時、αl>oで ある。また、

αlを~α3=lrF十み01[―S―β―δ/′(0)句み/7カα
2+…

であり、ィ十みφく0な らば o2の 係数は正となる。故に、αが十分大きくなれ

ば、負a2~α3>0と なる。以上により、al>o、 α2>0、 '3>0、 αl α2~α3>0

となり、Routh=Hurwitzの 条件が満たされる。□

命題 1は 、動学体系 (Dが 金融的要因のみによって不安定となることを示 し

ている。例えば、産出 ・負債比率ノが下落する局面を想定しよう。この時、「貸

し手のリスク」が大きくなり、市中銀行が貸付を大きく減少させるならば、利

子率が上昇して産出がさらに抑制されるということである。

さらに、″ヶ<″蜘 の場合、以下の命題 2が 得られる。

【命題 2】

り <り 0ヽかつヽ労働市場の調整速度が十分小さいとする(δ→ 0)。このと

き、財市場の調整パラメータ αを分岐パラメータに選べば、HOpf分 岐が発生

する αの値 的 が少なくとも
一つ存在し、c/0のある範囲において動学体系 (D

の非定常的な同期解が存在する
キ10。

(証明)

Appendix

・Ю Hopfの分岐定理については、様々な文献で解説されている。こ宮 (2001a)(2001b)(2002)

等には、その定理についての記述がある。また、本稿の仮定からは、α>釣 、α<的 の何

れの領域に周期解が存在するかは確定できない。



命題 2は 、動学体系 (〕において経済の循舜が発生することを示している。

その循宗のメカニズムは以下のようなものである。ここで、経済が不況局面

にあると想定しよう。つまり、産出 ・負債比率ノが低下し、経済の脆弱性が高

まっているような状況である。この時、雇用率どは低下し、投資の減少が利

潤の減少を上回る。 しかしながら、労働市場の調整は緩慢であり、名目賃金率

″、物価 Pは 下落しないので、実質負債残高 あは減少する。そして、ハイパ

ワー ドマネーが一定率で成長し、実質負債残高は減少するので、ハイパワー ド

マネー ・負債比率は上昇していく。その結果、利子率も下落し、企業の負債荷

重は軽減され、投資が促進される。また、経済の健全性が回復してくると、市

中銀行等の貸し手も 「貸し手のリスク」を低下させる。投資の促進は産出を増

加させるので、産出 ・負債比率は上昇していくことになる 1`1。

尚、その循環の周期『は、r=2π/γ万で表される(このπはインフレ率で

はない。)。故に、利潤分配率βが小さくなれば、その循環の周期は大きくな

るということである。この意味において、利潤分配率の低下、言い換えれば、

労働分配率の上昇は、経済を不安定化させるということである
・12。さらに、所

得分配については、以下の命rFR 3が得られる。

【命題 3】

αが十分大きいとする。この時、利潤分配率βの上昇は動学体系(Dを安定

化させる効果を持ち、その低下は不安定化させる効果を持つ。

(証明)

(18)は3)(44)より、βが上昇して?十みφ<0と なれば、(40)及び命題1の

証明によりαェ> 0 、 α1 9 2 ~ a 3 > 0 と なる。α2 > 0 、 α3 > 0 な ので、この時、

Routh=Hurwitzの条件が満たされる。逆に、βが低下して?十みφ>0と なれ

ば、こ71a2~α3<0と なり、Routh=Hurwttzの条件が満たされなくなる。□

411本
稿では、期待インフレ率 π2=μ 一″であリ ー 定であると想定している。それ故 名 目

利子率の下落は、実質利子率の下落を意味する。この期待インフレ率に関する想定は、本稿

における極めて重要な想定である。適応的期待仮説等、その他の仮説を適用して比較検討

することは、興味深い拡張である。これらの点は、今後の検討課題としたい。
■12利潤分配率βの低下はマ

ークアップ率τの低下を意味するので、企業の価格支配力、つま
り、独占度が低下が経済を不安定化させるということも意味している。

つ
々



命題 3は 、αが十分大きい場合にも、利潤分配率の低下が経済を不安定化さ

せるということを示している。例えば、好況局面を考えてみよう。この時、利

潤分配率βの低下は、所得の上昇による労働者の消費の増加を促進する。こ

れは、財市場を不安定化させる効果を持つ。

但し、この点については、詳細な検討が必要である。何故ならば、この結論
は、我 が々み>0を仮定していることに大きく依存しているからである。も
し、βが大きくなりろ<0となるならば、動学体系(S)を不安定化する効果を
持つ
Ⅲ8。 例えば、産出 ・負債比率ノが低下した場合、/7yく0な らば実質負債残

高あが逆に増加する可能性がある。

また、αが十分大きい場合、労働市場の調整速度 δは、動学体系 (S)の安定

性には影響を与えないことを証明できるX14。αが十分小さい場合には、δが

十分大きくなれば、αlα2~α3<0と なる可能性がある。この時、動学体系 (S)

は不安定となる。

3 お わりに

本稿では、負債荷重、物価の動態を考慮 した金融不安定性のマクロ動学モデ

ルを構築 し、寡占経済における金融の不安定性、循環を検討した。そして、所

得分配、労lal市場の調整速度がどのように動学体系に影響するかといった若干

の考祭を行った。

その循宗のメカニズムは以下のようなものである。ここで、産出 ・負債比率

が低下し、経済の脆,ヨ性が高まっていると想定しよう。この時、投資が大きく

減少し、雇用率が低下する。 し かしながら、労働市場の調整は緩1員であり、名

目賃金率、物価が下落しないので、実質負債残高は減少する。そして、ハイパ

ワー ドマネー ・負債比率は上昇し、利子率も下落する。その結果、企業の負債

荷重は軽減され、投資が促進される。また、経済の健全性が回復 してくると、

市中銀行等の貸し手も 「貸 し手のリスクJを 低下させる。投資の促進は所得を

・い
ぅ<0のケ

ースについては、今後の検討課題としたい。
・Hこ れは、二宮 (2002)と同様の結論である。
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上昇させるので、産出 ・負債比率は上昇に転じていく。尚、利潤分配率が小さ

くなれば、その循環の周期は大きくなる。この意味において、利潤分配率の低

下は経済を不安定化するということである。

最後に、今後の検討課題を述べる。本稿では、インフレ・ターゲットといっ

た金融政策に関する検討を行つていない。本稿の主たる特徴は、負債荷重と物

価の動態を同時に考慮 していることである。それ故、経済が金融脆弱性の局面

にある場合の金融政策の有効性を検討するための基本的なフレームワークとし

て、本稿のモデルは適していると考えられる。特に、物価の動態を考慮 してい

るので、金融施弱性の局面におけるインフレ・ターゲットの有効性の検討は、

本稿の興味深い拡張であると思われる。

また、期待インフレ率に関する想定等、本稿で得られた結論に重要な影響を

及ぼすと考えられる想定や仮定については、様々な角度から検討する必要があ

る。これらの点については、今後の検討課題としたい。

【Appendix】 命題 2の 証明

αが十分小さい場合 (α→ 0)、

αl = ―( ―ノう
一″) 十み物 > 0

α2=″ んみ物 >0

'3=(~″ )///ヵr/12>0

である。δは十分小さいという仮定により(δ→ 0)、αが十分小さくなれば

負α2~α3>0と なる。

逆に、αが十分大きい場合 (α→ ∞)、(44)及び命題 1の証明より、alの一亀

のα2の係数は負となり、,lα2~α3<0と なる。

αl'2~α3はαの滑らかな連続関数だから、αェク2~α3=0かつ∂(αlα2~α3)/
∂α α=釣 ≠ oと な る よ う な oの 値 、 釣 力

S少 な く と も
一
つ 存 在 す る 。

3変数の特性方程式、九3+al九2+α2九十03=0が~組の純虚根土み′(′=v町 、
力≠0)を持つための必要十分条件は、の>o、及び,lα2~α3=0が 同時に成立

することである。この時、特性根は具体的に、え=―αl、土v石,と表される。

故に、Hopfの分岐定理の条件の一つは、α2>0、クlα2~α3=0が 同時に成立

14



することと同値である。そして、動学体系(s)の特性方程式(39)は、α=釣

で一組の純虚根九【=v万′、れ=―ヤ万Fを持つ。
O r l a n d Oの公式より、

αlα2~亀 =~(九 1+わ )(れ十あ)(れ十九1)=-2カ 1(ぞ+2ん1礼十イ +力2)

である。ここで、乃1は複素根 の実部、力2は虚部の絶対値である。これをαで

lrk分すれば、

巾
符
勾 = 2 1 教 ば + 2 名れ十イ十均 十だ

い れ れ十イ十均

l

となる。これに、ん1=0、 力2=力 を代入すれば、

スαttωl印―班十殉降し=珂
が得られる。故に、

スα
密
勾1蜘≠0ならば摯悔=釣≠0

である。 よつて、α=釣 で Hopf分 岐が発生するための全ての条件が全て満た

されてV るヽ。 □
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