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Group　 Completions　 I:An　 Observation　 from

　　　　　aCategory-Theoretical　 Point　 of　 View

　　　　　　on　 the　 Ordinary　 Group　 Completions

　　　　　　　　　　　　　　of　 Commutative　 Monoids

Masahiko　 NIWA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Summary

　　　In　 this　 series　 on　 group　 completions　 various　 categorical　 constructions　 of　 universal　 group。

like　 objects　 from　 symmetric　 monoidal　 objects　 will　 be　 studied.　 This　 paper　 is　the　 first　 part

in　 which　 we　 deal　 with　 the　 ordinary　 group　 completions　 of　 co皿mutative　 monoids　 and　 observe

some　 other　 aspects　 than　 the　 ordinary　 Grothendieck　 group　 construction.　 The　 relations　 of

the　 ordinary　 construction　 with　 colimits　 and　 lax　 colimits　 over　 the　 translation　 category　 of　 a

commutative　 monoid　 are　 established.　 Further　 we　 consider'the　 commutativity　 of　 the　 group

completion　 construction　 with　 limits　 and　 lax　 limits　 over　 a　 group(i.θ.　 Galois　 descent).

Key　 words:group　 completion,　 lax　 limit,　 lax　 colimit.
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§1..The　 ordinary　 group　 completions　 of　commutative　 monoids

　　　Throughout　 this　 paper　 the　 composition　 law　 of　every　 commutative　 monoid　 is　written

additively十.　 and　 the　 identity　 element　 is　written　 O.　 On　 the　 other　 side　 we　 denote　 the　 compo・

sition　 law　 of　a(not　 neccesarily　 commutative)group　 multiplicatively　 and　 its　identity　 ele・

ment　 by　 1.

　　　Let　M　 be　a　commutative　 monoid.　 The　 ordinary(algebraic)group　 completion　 K(M)is　 as-

sociated　 with.M.　 In　detail　 we　 put

　　　K(ルf)=ルf× ル乏/～

where～is　 an　 equivalence　 relation　 onルf×Mdefined　 as　follows.　 For

　　　 (α,δ),〈(ち の ∈M× ルf

　　　　　　　(α,の ～(C,の ⇔ α 十 ゴ 十 ∫=C十 δ十 プ;　 ヨ ∫ ∈M
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c(α,δ)denotes　 the　equivalence　 class　 of(α,わ)in]((M).　 The　 composition　 law　 of　K(M)is　 de-

fined　 by

　　　C(α,δ)+C(¢ の 一C(α+c,わ+d).

Then　 K(M)is　 a　commutative　 monoid　 with　 C(0,0)as　 the　 identity　 element　 and　 further　 be-

comes　 a　commutative　 group　 since　 every　 element　 C(α,δ)has　 an　 inverse　 element　 C(わ,α).

When　 i:M→ κ(M)denotes　 the　homomorphism　 defined　 by

　　　∫(α)=C(0,α)　 for　 a∈ 砿

(K(M),のis　 endowed　 with　 the　 following`universal'property:If∫:M→ ムis　 any　 homo-

morphism　 of　M　 into　 a　commutative　 group五,　 there　 is　an　 unique　 homomorphism　 g:K(M)→

Lsatisfyingノ=g・f.　 That　 is　to　say∫factors　 uniquely　 through　 K(M).

　　　Asubmonoid　 N　 of　a　monoid　 M　 is　called　 cofinal　 if　for　any　 a∈.M　 there　 is　an　 element　 b　of

Msuch　 that　 a十 わ ∈N.　 Let　N　 be　a　cofinal　 submonoid　 of　a　monoid　 M.　 We　 define　 in　the　 same

manner　 as　above

　　　KN(班)=1v× ルレ ～

where　 an　equivalence　 relation～and　 classes　 C(,)are　 as　above.　 Then　 K,v(M)is　 also　 a　com-

mutative　 group.　 Remark　 that　 the　 inverse　 elemnt　 of　C(α,わ)for　 a∈1V,わ ∈ ル1　is　given　 by

C(う 十c,α 十c).where　 c∈Msuch　 that　 b十c∈ ハ乙Moreover　 if　C(α,わ)is　 any　 element　 of

K(M),by　 taking　 c∈Msuch　 that　 a十c∈None　 has　 C(α,δ)=C(α 十c,δ 十c)in　 K(M)and

C(α 十c,δ 十c)∈KN(M).　 These　 imply　 the　 following　 well-known　 fact.

Proposition　 1.1.　 1ア1>f∫acofinal　 submonoid(ゾ α 〃zoπ02(i　M　 there　 is　an　iso〃iorphis〃10∫CO〃z鋭z4-

　　　tative　groups

　　　飾(M)一K(M).

Let∫:M→ ムbe　 a　homomorphism　 of　commutative　 monoids.　 Then　 by　 applying　 the　 universal・

ity　of(K(M),玩),　 to　the　composed　 homomorphism　 iL・ ∫ahomorphism　 K(f):K(M)→K(L)

of　their　 group　 completions　 is　induced.　 If∫is　surjective,　 one　 deduces　 easily　 that　K(ン)is　 also　 sur-

jective.　 But　 we　 have　 to　remark　 that　 thoughアis　 injective　 K(ノ)is　 not　 neccesarily　 injective,　 be-

cause　 CL(プ(α),∫(δ))=Odoes　 not　 imply　 CM(α,δ)=0.

§2.Colimits　 and　 lax　 colimits　 over　 the　 translation

　　　　　　　　 categories　 of　 commutative　 monids

　　　For　 a　commutative　 monid　 M　 we　 will　 define　 its　translation　 category　 M.　 The　 objects　 of　g

are　 all　elements　 of.M　 and　 a　morphism　 of　M.　from　 u　to　v(π,"∈M)is　 a　pair.(π,'ω)of　 ele-

ments　 of　M　 such　 that　 u十 ω=".

　　　We　 need　 to　investigate　 some　 properties　 of　translation　 categories.　 We　 shall　 use　 mainly
　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　　 　 ハ

the　 terminology　 on　 category　 theory　 in　 MacLane[4].　 The　 category.M　 has　 an　 initial　 object

O,hence　 it　becomes　 a　cofiltered　 category.　 Further　 we　 can　 show　 it　is　filtered.

　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　　 ハ

1、emma　 2.1.　 The　 translation　 category　 M　 of　 a　commutative　 monoid　 M　 is　 cofiltered　 and .filtered.
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Proof.　 For　 any　 two　 objects　 u,　v　of　la　there　 are　 two　 morphisms(π,の ,(",のof%--with　 the

same　 target　 u十".　 And　 for　two　 morphisms(π,　 v,),(π,　 v2)of　 M　 from　 the　same　 souce　 u　to　the

same　 target　 w　there　 is　a　morphism(ω,π)of　 f　 from　 w　to　w十usuch　 that　 two　 composed　 mor-

phisms　 coincide;

(w,の ・(π,"且)=(π,ω)=(w,の ・(u,v2).

　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　 ハ

These　 two　 facts　 show　 thatルT　 is　a　filtered　 category.　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 □

　　　 Ahomomorphismア:M→Lof　 commutative　 monoids　 induces　 in　a　natural　 manner　 a

functor　 f:・ 腔 →Lof　 their　 translation　 categories.　 A　 functor　 F:1→'ノof　 categories　 is　called

final(resp.　 right　cofinal)if　 for　any　 objectゴof　 J　the　right　 fiber　of　F　atゴis　 non-empty　 and　 con-

nected　 (resp・contractible)　 as　in　 [4]　 IX-3　 (resp .　as　the　dual　 notion　 of　 [1]　 XI-9.1).

Lemma　 2.2.　 Let　 N　 be　a　submonoid(ゾacommutative　 monoid　 M.∫,19→Mdenotes　 the　in(加cθ4

　　　卿ctor(ゾthe〃anslation　 categori.es　 from　 the　inclu∫ 歪・η伽20η0励fs捌3N→M.　 Then　 the　fol・

　　　lowing　 three　 state〃tents　 are　equivalent.

　　　 (1)Ni∫acofinal　 submonoid(ゾM'.
　 　　 　　 　　 　 ハ

　　　 (2)　 　iis　a　nigh'cofinal　 functor.
　　　　　　　　 　

　　　 (3)z∫sα.final/unctor.

Proof.　 It　is　trivial　 that(2)implies(3).　 For　 an　object　 uo(∈ ルのof　 M　 the　 right　 fiber　 of∫

at　u。　is　the　 category　 with　 the　 pairs(π,ω)of　 u∈Nw∈Msuch　 that　 uo十 αノ=uas　 the　 ob・

jects.　 A　 morphism　 from(u,,w,).to(u2,w2)in　 the　 right　 fiber　 at　uo　is　represented　 by　 an　 ele-

ment　 v∈Nsuch　 that　 v十w1=w2,which　 implies　 v十u1=u2 .　Now　 suppose　 N　 is　not　 cofinal
　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 ハ

inルf.　 Then　 there　 is　an　 object　 uo(∈M)of.M　 such　 that　 the　 right　 fiber　 at　uo　is　empty ,　which
　　　　　 ハ
shows　 a　is　not　 a　final　 functor.　 It　follows　 that(3)implies(1).

　　　 Finally　 assume　 that　 N　 is　a　cofinal　 submonoid　 ofルf.'We　 mention　 that　 for　every　 object　 uo
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ハ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

(∈ 五のof　 M　 the　right　 fiber　of　I　at　uo　is　a　filtered　 category,　 hence　 contractible.

)

)
a

b

(

(

(c)

It　follows　 immediately　 from　 the　 cofinality　 of　 N　 that　 all　 right　 fibers　 are　 non-empty
.

Take　 any　 two　 objects'(碕,w,),(u2,w2)of　 the　 right　 fiber　 at　 u。,which　 satisfy　 u,
,晦 ∈

1V・ πo十w,=u,　 and　 uo十w2=u2・.Since　 w,十u2=w,十 πo十w2=π 且十w2
,we　 have　 two　 mor-

phismsπ2:(u1,ω1)→(u1十u2,w,十w2),　 u1:(u2,ω2)→(π 且十u2,w,十w2)with　 the　 same

target.

Given　 two　 morphisms　 v,,"2:(助,ω 且)→(u2,w2)one　 has　 w,十v,=w,十v2=w2 .　Consid・

er　 a　 morphism　 u艮:(u2,w2)→(u,十u2,u,十w2)of　 the　 right　 fiber　 at　 uo .　Since　 u,十"1ニ πo

十w,十"且=πo十w,十"2=u,十"2,the　 two　 compositions　 u,・v,　 and　 u,・v2　 coincide .

It　follows　 from　 the　 above(a)'～(c)that　 the　 right　 fiber　 at　 uo　 is　filtered .　 　 　 　 　 　 　 　 □

(Seのdenotes　 the　 category　 of　 sets　 as　 objects　 and　 maps　 as　 morphisms　 and(Caのdenotes

the　 2-category　 of　 small　 categories　 as　 objects,　 functors　 as　 1-morphisms　 and　 natural　 transfor-

mations　 as　 2-morphisms.　 A　 set　 can　 be　 considered　 as　 a　category　 of　 which　 the　 objects　 are　 its　el・

ements　 and　 the　 morphisms　 consist　 only　 of　 the　 identity　 maps .　 Thus(Set)is　 contained　 in

(Cat).

　　　 It　is　known　 that　 if∫:1→ ノis　 a　final　 functor　 and　 F:ノ →(Set)is　 a　functor　 then　 there　 is　a

bijection
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　　　 Colim　 F・ ∫ …≡Colim　 F.

(See[4]IX-9　 Theorem　 1.)It　 is　also　 known　 that　 if∫:1→ ノF　is　a　right　 cofinal　 functor　 and

F:/→(Cat)apseudo　 functor　 then　 there　 is　a　homotopy　 equivalence　 of　small　 categories

　　　Lax　 Colim　 F・f=Lax　 Colim　 F.

(Consider　 the　dual　 statement　 of[1]XI-9.2Cofinality　 Theorem.)

　　　 Now　 let　N　 be　 a　cofinal　 submonoid　 of　a　commutative　 monoid　 M.　 We　 will　 consider　 a

functor　 A　from　 the　 translation　 category　 130f　 N　 to(Set)defined　 by　 sending　 any　 object

・(∈N)・f舜t・the　 same　 set　M　 and・m・ ・phi・m(・,の(∈N×M)・f　 i　 t・am・P　 M一 瓢 鋭

ト→ 祝 十" ,and　 a　pseudo　 functor　 g　from　 lq　to(Caのis　 defined　 by　composing　 of　A　with　 the　 inclu・

sion　 of(Set)into(Cat).　 From　 Lemma　 2.2and　 the　 above　 remarks　 one　 has

Proposition　 2.3.　 Let　M,ハ1,　 d　and　 u　be　as　above.

　　　 (1)　 　Colim　 A　is　independent()f　 the　choice　 of　a　c()final　 submonoidハI　 up　to　bi/ection・

　　　 (2)　 Lax　 Colim　 a　is　ind〔4)endent　 of　the　choice　 of　a　cofinal∫ubmonoidハ τ纏)to　homotopy　 equiv-

　　　　　　　　alence.

　　　Let's　 make　 Colim.1　 and　 Lax　 Colim　 u　in　an　 explicit　 form.

KN(M)　 defined　 by　 sending　 w　 to　 (π,ω).　 Since(KN(M),{ん})

with　 respect　 to　the　system　 over　 lq,　we　 have　 the　following

Take　 a　map .ん:λ(の=M→

satisfy　 an　 universal　 property

Proposition　 2.4.　 Z,et　 M　 N　 and.1　 be　 a∫above.　 Then　 there　 is　a　bijection

　　　 Colim.1… ≡KN(M).

　　　 In　 general　 lax　 colimits　 are　 known　 to　 be　 given　 by　 Grc)thendieck　 construction.(See　 for　 exam一
　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

ple[1],[2],[6'].)　 五砿Coli〃i,u　 is　a　cofibered　 category,u∫Nover八 五　This　 category　 has

pairs(π,ω)of　 u∈Nand　 w∈Mas　 objects　 and　 a　morphism　 from(u,,ω 置)to(u2,w2)is　 rep-

resented　 by　 v∈Nsuch　 u1十"=u2,w,十"=w2.

　　　For　 a　small　 category　 C　the　 set　7ro(C)of　 connected　 components　 is　defined　 as　follows;

　　　no(C)=(the　 set　of　objects　 of　C)/～

where　 for　two　 objects　 a,わthe　 condition　 on　 a～ わis　that　 there　 are　 finitely　 many　 morphisms

connecting　 a　withう;2.9。

　　　α → ・ ← ・ → ・　 … … 　 ・ ← ・ → ・ ← わ.

Then　 it　is　easy　 to　see　the　 following

Proposition　 2.5.　 Z,et　M　 N　and',u　 be　as　above.

　　　πo(Lax　 Coli〃3μ)　 　 KN(ルf).

There　 is　a　bijection

§3.Limits　 and　 lax　 limits　 over　 groups

The　 general　 theory　 of　this　 subject　 was　 studied　 in　full　detail　 in　my　 paper[6]・ Here　 a
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very　 special　 case　 is　dealt　 with.

　　　We　 regard　 a　group　 G　as　a　category　 G(used　 the　 same　 letter)with　 the　 only　 one　 object・

and　 with　 the　 elements　 of　G　as　morphisms.　 Given　 a　right　 G-set　 X　 we　 define　 a　functor　 c　of　G

into　 (Set)　 and　 a　pseudo　 functor　 r　of　G　into　 (Cat).　 Q　is　defined　 by

　　　σ(・)=Xヒ)nobjects　 and

　　　σ(s):X→X,o(s)(κ)=xs　 for　 s∈0,κ ∈Xon　 morphisms.

ris　 the　 composed(pseudo)functor　 of　o　with　 the　 inclusion　 of(Set)into(Cat),

　　　First　 let's　consider　 Lim　 a.　Putting

　　　Xσ=㍍ ∈X;ガ=箔 　 ∀s∈0},

the　inclusion　 map　 of　Xl　 into　 X　 has　 an　 universal　 property　 for　the　 functor　 a,　hence　 we　 have

Proposition　 3。1.　 Let　 G,　 X　 and　 Q　be　 as　 above.　 Then　 there　 is　a　bijection

　　　Lim　 a一 一XI.

　　　 Next　 we　 investigate　 Lax　 Colim　 a.　 This　 is　given　 by　 the　 Grothendieck　 construction　 r∫ σ

which　 is　 a　 cofibered　 category　 over　 G.　 The　 objects　 of　 z∫Gare　 elements　 of　 X　 and　 there　 is

the　 only　 morphism　 of　 grade　 s∈Gfrom　 x　to　 y(x,　 y∈X)if　 xs=y,　 hence

Proposition　 3..2.　 Let　 G,　X　and　 z　be　as　above.　 Then　 there　is　a　bijection

　　　π。(Lax　 Colim　 r)一X/0(=the　 set(ゾG-Orbits　 of　X).

　　　We　 consider　 finally五ax〃m　 Z.　 It　is　known　 from〔6]that　 it　is　given　 by　 the　 category

Carte(G,τ ∫ θ)of　 cartesian　 section　 functors　 of　the　 cofibered¢ategories　 r∫Gover　 G.　 But

since　 X　 is　a　discrete　 category　 in　our　 case,　 it　has　 a　simple・form.

Proposition　 3.3.　 .乙2`0,　 X　 and　 r　be　 as　 above.

　　　Lax　 Lim　 z一‾ 一Xl　considered　 as　 a　category.

Then　 there　 is　an　 e(1Z4f"αZθ πCθ 〔ゾcategO7ゼes

§4.The　 commutativity　 of　 group　 completions　 with(lax)limits　 over　 a　group

　　　The　 problem　 considered　 in　 this　 section　 is　whether　 the　 group　 completions　 commute(lax)

limits　 over　 a　group　 i.θ.　 the　 problem　 of　 Galois　 descent.(See[6].)In　 the　 case　 of　 commuta・

tive　 G-monoidsハ1　 handled　 in　 this　 paper　 we　 obtain　 the　 affirmative　 results　 under　 the　 assump・

tion　 that　 a　group　 G　 is　finite.

　　　In　 what　 follows　 let　 G　 be　 a　 finite　 group　 and.M　 a　 commutative　 G-monoid　 in　 which　 the

action　 of　 G　 is　from　 right　 as　 in§2.

　　　We　 consider　 first　the　 ordinary　 group　 completions　 and　 the　 limits　 over　 G.　 The　 ordinary

group　 completion　 K(班)of　 M　 becomes　 a　commutative　 G-group　 by　 defining　 the　 natural

action　 of　G　on　K(1レ1)　 by

　　　(u,w)5=(πs,ωs)for　 s∈G,π,　 zo∈ ル1.
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Theorem　 4.1.　 Let　 G　and　 M　 be　as　above。

　　　K(")… 一K(M)G.

There　 is　a　bijection

Proof.　 The　 inclusion　 homomorphism　 of　MI　 into　 M　 induces　 a　homomorhism　 h:'κ(MG)→

K(M)　 of　 commutative　 groups.　 Let's　 verify　 that　 h　 is　 injective　 and加 ん=K(M)σ.

C(,)(紹5望).　 C'(,))denotes　 the　 equivalence　 classes　 in　1((ル1)　 (7召sメ).　in　K(ム4G)).　 Suppose

ん(C'(η,π))=C(0,0)for　 m,η ∈.Mσ.　 Then　 C(祝,π)=C(0,0)hence　 there　 is　an　 element∫of

.M　such　 that∫ 十 鋭=∫ 十 π.　Putノ 。=ES∈G∫s　 then　 f。∈M'andノ 。+翅=f十 η,　hence　 C'(鋭,η)

=C'(0 ,0).Thus　 Ker　 h　consists　 of　the　 only　 identity　 element,　 which　 shows　 h　is　injective.

　　　 Next　 since　 C(η2,η)s=C(㎜ ∫,π∫)=C(η,π)for　 any　 s∈0,鋭,π ∈ ハ4G,　we　 have　 lm　 h⊂

K(M)o.

　　　 Finally　 we　 must　 show、K(M)o⊂ 伽 ん.　It　is　sufficient　 to　verify　 that　 for　any　 C(π,")∈

K(M)there　 are　 m,　 n∈MG　 such　 that　 C(π,")=C(鋭,η).　 lf　C(π,")..∈K(M)σ,　 C(π,")5=

C(π,のfor　 any　 s∈G.　 This　 means　 that　 there　 is　an　 element　 f,　of　M　 such　 that　f,十us十"=ゐ

+π+vs　 for　every　 s∈ θ.　By　 takingノ 。=-Lt∈G(Σ 、∈σゐ)f　we　 haveノ 。∈.MG　 andノ 。十us+び=ノ 。

十 π 十v'for　 every　 s∈ θ.　Put　 u。=Σ 、∈cus,"。=Σ 、∈cUS,ω=Σ 、∈σ,、≠且us　and　 z=Σ 、∈o,、≠1"s

then　 u十 ω=π 。∈MG　 and　 v十z="。 ∈.MG.　 Consider　 x。=f十 π。十"十wthen　 for　any　 s∈ θ

　　　x。=f+us+ωs+"+ω=ノ 。+π+vs+ω+ωs=ノ 。+π 。+が+ωs=(κ 。)s,

hence　 x。∈ ルρ.　Further　 one　 obtains

　　　 x。+π=f+π 。+"+ω+μ;f+2u。+η.

If　we　 put　 m=f十2u。,η=ズ 。　then　 m,π ∈Mo　 and　 C(π,")=C(η2,π)as　 required.　 　 　 　 ロ
　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 バ

　　　 For　 a　commutative　 G-monoid　 M　 we　 define　 a　functorンofル1×Ginto(Set)as　 follows;

on　 objectsレ(π,・)=ルf　 and　 on　 morphismsン(v,　 s):M→ 砿 彿 ←〉"+ms.　 And　 further　 we

have　 a(pseudo)functor,u　 of　M×Ginto(Caのby　 composingレwith　 the　 natural　 inclusion

of(Seのinto(Caの.　 It　is　known　 from[4]IX-2　 Theorem　 l　 that　 finite　 limits　 commute

with　 filtered　 colimits.　 This　 implies　 that　 there　 is　a　bijection

　　　 C・物 語)・(伽 、レ)Lim。(ω 伽 レ).'　 l

But　 this　 follows　 the　 above　 Theorem　 4.1from　 Proposition　 2.4and　 Proposition　 3.1.

　　　 Finally　 we　 show　 that　 for　 the(pseudo)functor　 u　 lax　 colimits　 over　 the　 translation　 catego-

ries　 of　 commutative　 monoids　 commute　 with　 lax　 limits　 over　 a　group(considered　 as　 a　catego-

ry).

Theorem　 4.2.　 Let　 G　be　a　finite　 group　 and　 M　 a　commutative　 G-monoid。 　u　denotes　 the(pseudo)
　　 　　 　 　　 　　 　　 　　

　　　functor(ゾ ルf×Ginto(伽)as　 above.:Then　 there　 is　a　homotopy　 equivalence

　　　.乙ax　Colim(ル ρ)〈(Lax　 L,ゴ彿σμ)=L,α κL勿2σ(Lax　 Coli〃2五穿μ).

Proof.　 It　 follows　 from　 Proposition　 3.3that　 Lax　 Limc　 g　 is　a　set　 MI　 considered　 as　 a　category,

therefore　 the　 category　 on　 the　 left-hand　 side童s　 nothing　 but　 the　 lax　 colimit　 over　 the　 transla-

tion　 category(1困)〈of　 MI　 for　 the　 commutative　 monoid　 MI.(See§2.)加 κCo伽z膚 μbe-

comes　 a　G-category　 in　 the　 sense　 of[6]by　 taking(π,ω)s=(us,ωs)on　 objects.　 So　 the　 catego一
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ry　 on　 the　 right-hand　 side　 is　the　 category　 of　 cartesian　 section　 functors　 from　 G　 to　 the　 fibered　 cat.

egory　 over　 G　 associated　 with　 the　 G-categoryム ακCoJ伽 虚 μ.ノ1　 denotes　 this　 category　 and　 let

us　 make。A　 in　 an　 explicit　 form.　 The　 objects　 of　 A　 are　 represented　 by　 the　 triples(π
,ω,

(Qs)s∈o)for　 u,ω,α 、 ∈M,　 satisfying　 u十 α,=us,ω 十 α,=ws　 for　 any　 s∈0,　 which　 implies　 the

1-cocycle　 conditions　 a且=0,α 、∫=(Qs)8十a,　 for　 s,'∈0.　 The　 morphisms　 of　 A　 from(π
,ω,

(as))to(u',　 W',(bs))are　 represented　 by　 v∈Msatisfying　 u十"=u',　 w十"=ω'and　 as十"s

="十bs　 for　 any　 s∈0 .　We　 shall　 consider　 two　 subcategories　 of　A .

　　　Bdenotes　 the　 full　subcategory　 of　A　 consisting　 of　objects(π,ω,(α,))satisfying　 u∈MG.

We　 must　 remark　 that　 under　 our　 assumption　 that　 G　 is　a　finite　 group　 the　 submonoid　 MI　 is

cofinal　 inルf　 since　 for　 any　 u∈Mu十 Σ,∈ σ,,≠usl　 ∈ ルr}.　 It　is　easy　 to　 see　 that　 the　 category　 B

is　nothing　 but　 the　 category　 of　 cartesin　 section　 functors　 from　 G　 to　 the　 fibered　 category　 over

Gassociated　 with　 the　 lax　 colimit　 over　 the　 cofinal　 submonoid .MG　 of　 u.　 It　follows　 from　 Proposi-

tion　 2.3(2)that　 B　 is　homotopy　 equivalent　 to　 A ..

　　　 Cdenotes　 the　 full　 subcategory　 of/1　 consisting　 of　 objects(π,ω,(α ε))　 satisfying　 a,=Ofor

any　 s∈0.　 Since　 this　 condition　 implies　 u,ω ∈M'Cis　 contained　 in　B.　 Also　 v(∈M)represent・

ing　 a　morphism　 of　 C　 belongs　 to.Mσ.　 Thus　 C　 is　equivalent　 to　 the　 category　 on　 the　 left-hand

side.　 Therefore　 we　 must　 show　 that　 the　 inclusion　 functorゴof　 C　 into　 B　 is　a　homotopy　 equiva-

lence..　 To　 see　 this　 it　is　 sufficient　 to　 verify　 that　 for　 any　 object(πo
,ωo,(as))of　 B　 the　 right

fiber　 I)of/at(z40,ωo,(as))　 is　a　cofiltered　 or　 filtered　 category
,　hence　 contractible.

　　　 If(πo,ωo,(α,))is　 an　 object　 of　 C　 i.　e.　 a、=Ofor　 any　 s∈Gthen　 the　 right　 fiber　 D　 becomes

the　 category　 of　 objects　 of　 C　 under(z6。,ωo,(0)),　 consequently'it　 has　 an　 initial　 object　 and　 so　 it

is　cofiltered.

　　　 Otherwise　 we　 shall　 show　 that　 the　 right　 fiber　 D　 is　filtered.　 Note　 that　 the　 objects　 of　 the

right　 fiber　 1)ofゴat(πo,ωo,(α 、))consist　 of　 morphisms　 of　 B　 from(πo
,ωo,(α 、))to　 objects

(u,,w,,(0))of　 C　 which　 is　 represented　 by"1∈Msatisfying　 uo十v,=u,,ωo十"1=ω 且and　 a、

十"ls=v,　 for　 any　 s∈ θ,　and　 that　 a　morphism　 of　 D　 from　 v1:(πo,ωo,(as))→(u1
,　w,,(0))to

"2:(πo,ωo,(as))→(u2,　 w2,(0))is　 a　 morphism　 z:(π 且
,　w,,(0))→(u2,　 w2,(0))of　 C　 such

that　 z∈MC,9十v,="2.

(・)Sin・ ρ ・・+・ ・一 ・。,ω ・+α 、一 ω ・5　imply(ω 。+・ 。)・一 ω 。・+・ 。・一 ω 。+・,+・ 。一 ω 。+・ 。
,・ 、+

　　　πos=α,+πo=uo　 for　 any　 s∈0,　 there　 is　an　 object　 uo:(πo,ωo,(α 、))→(2πo,ωo+πo,(0)).

　　　 Hence　 the　 right　 fiber　 1)is　 non-empty.

(b)　 Given　 any　 two　 objects　 v,:(πo,'ωo,(α,))→(u,,　 w,,(0)),"2:(πo,ω6,(α 、))→(u2,　 w2,

　　　 (0))of　 D,　 we　 can　 define　 two　 morphisms　 uo十u2:(u,,　 w1,(0))→(u,十 πo十u2,　 w,十 πo十

　　　u2・(0)),πo†u1;(u2,　 w2,(0))→(π1十 πo十u2,　 w2十 πo十u,,(0))　 of　 D.　 Since　 w且 十 πo十u2

　　　 ;ωo十v,十 π。十u2=ωo十u,十u2=ω 。十"2十 πo十 露1=w2十 πo十u,,　 the　 above　 two　 mor-

　　　phisms　 uo十u2,πo十u,　 have　 the　 same　 target.　 Further　 since(πo十u2)・v,=ひ:十 πo十u2=

　　　π且十u2=u,十 πo十"2=(πo十u,)吻2,the　 morphism　 u,十u2:(πo,ωo,(α 、))→(u,十 πo十u2,

　　　w,+π 。+u2,(0))of　 B　 becomes　 an　 object　 of　 D.　 Thus　 for　 any　 two　 objects　 of　 D　 we　 obtain

　　　two　 morphisms　 from　 those　 to　 some　 object　 of　 D.

(c)　 Given　 two　 objects"1:(πo,ωo,(α 、))→(u,,　 w,,(0)),"2:(πo,ωo,(as))→(u2
,　w2,(0))of

　　　1)and　 two　 morphisms　 z,,　 z2:(u,,ω1,(0))→(u2,　 w2,(0))of　 I)which　 satisfy　 u;十 πo=u;,

　　　りぎ+WO=w;・u,+z;=u2,ω 且+z;=w2　 for　 i=1,2,　 we　 can　 define　 an　 object　 uo+"1+り2:(πo,

　　　ωo,(召 ε))→(u1十u2,　 u1十w2=u2十w,,(0))of　 I)and　 a　morphism　 u,:(u2,　 w2,(0))→(π 且

　　　 十u2,　 u,十w2,(0))of　 1).　 Then　 since　 u,十z,=πo十"且 十z,=πo十"2=zごo十"且 十92=u1十92,
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the　 two　 compositions　 ul・z,,　 u1・22:(u,,　 w,,(0))→(u,十u2,　 u,十w2,(0))coincide.

It　follows　 from(a)～(c)that　 the　 right　 fiber　 1)is　 a　filtered　 category　 as　 required. □

Remark　 4.3.　 The　 assumption　 of　finiteness　 of　G　 in　Theorem　 4.2can　 be　 improved,　 for　 we

　　　only　 used　 the　fact　thatルfG　 is　cofinal　 in　M　 in　the　proof　 of　Theorem　 4.2.　 As　 an　improved　 as・

　　　sumption　 we　 can　 take　 the　 following　 condition;

　　　α9π)ゆGacts加itely　 on　a　commutative　 monoid　 M　 i.2.

[αGπ]<∞forany　 u∈ 砿

where　 G翼denotes　 the　 isotropic　 subgroup　 of　 u　 in　 G.　 We　 note　 also　 that　 since　 Theorem　 4.2

implies　 Theorem　 4.1by　 applying　 gyro,the　 above　 improvement　 can　 be　 applied　 to　 Theorem　 4.1.
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