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ロジステ ィックモデルにおけ る信頼領域

山 添 史 郎

Confidence　 Regions　 of　 L、ogistic　 Model

Shiro　 YAMAZOE

Abstract

　 Quantal　 response　 analysis　 is　concerned　 with　 the　 relationship　 between　 dependent　 and　 re-

sponse　 variables.　 Various　 algebraic　 forms　 have　 been　 proposed　 for　 the　 response　 relation-

ship.　 In　 this　 paper　 we　 present　 the"exact"confidence　 regions　 for　 the　 logistic　 model　 with

two　 parameters,　 The　 confidence　 region　 is　constructed　 by　 the　 method　 which　 is　 applied　 by

Sterne　 to　 the　 problem　 of　 determining　 confidence　 intervals　 for　 the　 proportion　 parameter　 in

aBinomial　 Distribution.

1.は じ め に

　本論文においては量 ・効果関係モデルにおけ

る信頼領域を作 る問題を考える。量4を 決 あ

て一つの反応を観測するとき、反応がおこる確

率をρ(4)と する。η レベル砥 碗 …,偽 で反

応を観測し、その結果から反応曲線ρ(4)ま た

はρ(の に関するパラメータについての推測が

行なわれる。dを 薬剤の投与量、ρ(の をその

投与量での治験効果を生ずる確率、または副作

用を生ずる確率とするとこの反応曲線 ρ(の は
一般 には単調増加関数 とみなされ

、ふろうS

字曲線がモデルとして使われる。母数を持つモ

デル として はロジスティック、プ ロビッ ト、

ホッケースティックといったものがよく使われ

る。反応確率ρ(の をパラメ トリックな数式モ

デルとして推測するのはLD,。、　ED5。、す なわ

ち、ρ(4)=0.5と なるd、 または実質的安全量、

すなわち、εを10-6な どといったごく小さい確

率 としてρ(4)=ε をみたす4を 推測 したいた

あである。 このような量を推測するとき単に点

推定としてではなく信頼領域を求あることが必

要となる。

　量 ・効果モデルにおける信頼領域は近似定理

を使 うことによって行なわれている4)。上記 に

示 した例などでは観測個数はそれほど大 きくは

ない。 また設定 されるモデルによって信頼領域

が大きく変化することが予測 される。特に実質

的安全量の推測は外挿問題であるのでモデルに

大 きく依存する。従 って近似理論によってでは

なく、正確に計 られた信頼領域が必要 となる。

　二項分布の信頼区間を構成する方法 として

Sterneに よるものがある1)。その方法 は信頼水

準を正確に計算 して作 っており、かつ信頼区間

の長さの総和を最小にす るというよい性質を

もっている。 しかしこの方法で もとめられた信

頼区間は単一の区間 とはならない。その点を修

正 した の がCrow　 z)、　Yamazoes)で あ る。

Sterne')に よる方法は確率を正確 に計算する

こと、計算機による解が得やすいことの特徴を

もつ。Sterneの 方法は各パラメータをとあて、

その分布の値を大きい方か ら集めてその和が信

頼水準 δまで集 あた ものか ら信頼領域を構成
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していく。 この方法を以下で最大確率法とよぶ

ことにする。

2.ロ ジ ス テ ィ ック モデ ル

量dに 応 じて反応する確率ρ(の が

ρ(4)=1/exp(a一,8d)

で与えられるとき、その量 ・効果モデルをロジ

スティックモデルという。量d.は 正のみの値

をとる場合が多 いが、ここではその対数値を

とったと考え、全実数値をとるものとする。ま

た量 ・効果 モデルはdに 関 し、単調増加 と仮

定することが多 く、 ここでβ>0と する。本論

文の目的はα、βの同時信頼領域を求あること

である。

　反応 をみるdの レベルの個数 を魏 とし、各

レベルを4置く42<… 臨 とする。各 φにおいて

η`個の互 いに独立な実験 を行ない、それぞれ

鳥個 の反応を観測 したとする。 この事象の確

率は

　 ・一爵(琵:)p(d;)触(1-p(の)帖

で 与 え られ る。 尤 度L=五(α,β)を κ=(々1,々 、,

・・、 の々 の関 数 とみ て
、 そ の値 が大 きい方 か ら

順 に加 え 、 そ の 和 が 信 頼 水 準 δ に達 す る ま で

の κ の集 合 を 且(α,β)と す る。 こ の 且(α,β)

を仮 説 検 定 の用 語 を 流 用 して 許 容 域 と い う。 κ。

=(瑠 ,・・、 規)を 観 測 した と き の信 頼 水 準 δの

信 頼 領 域 は

β(κo)={(α,β);κ 。∈五(α,β)}

で与え られる。 この最大確率法によって得 られ

た信頼領域の良 さの一つは許容域五(α,β)が

一様 に κ=(島 ,・・、たの の最小個数か ら成 り

たっていることである。従 ってB(初 が有界

であるな らばΣ{β(紛 の長 さ}が 最小である

信頼領域を最大確率法は与えている。このこと

は必 らず しも8(初 が一様 に最小の信頼領域

を与えていることにはならないが、最大確率法

よりも一様に小 さい信頼領域の存在 しないこと

を意味 している。・

　最大確率法のよい点は離散型分布の場合には、

計算機の助 けをかりてではあるが、正確に信頼

水準 δの信頼領域 を与 えることがで きること

である。一方この方法の欠点 は求 められた信頼

領域が必 らず しも単一の閉領域を与えるわけで

はないことである。 このことは二項分布の場合

に も指適 され、Sterneの 方法は修正 されて、

同 じ最小性をもち、かっ、単一の区間からなる

信頼区間を持つ よ うな方法が提 出されてい

る島3)。

　 ロジスティックモデルにおけるα、βの最尤

推定量は対数尤度を微分 した

Σ(島 一 ηの`)=0
`

Σ(ん`一np;)d;=0
`

を み たす α、βを求 め れ ば よ い。 こ こで

A=メ 》(d;)=1ノ(1+exp(α 一β(Z∫))

である。 また情報行列をJと するとその各成分

は

J11=Σ π`ρ`(1一 ρガ)

JL2=J2L=一En;d;p;(1-p;)

」22=En,d;p,(1-p;)

で 与 え られ る。 π=En;が 大 き い と き は

　 v冤{((名 β),一(α,β)'}

が近 似 的 に2次 元 正 規分 布N((0,0)',J一`)に

分 布 す る4)。 よ って

ノー((0,9)一(・ β))J((琴)一(琴))

は自由度2のx2分 布に近似的に従 う。

3.例

　 ロ ジス テ ィ ッ クモ デ ル に 対 し最 大 値 法 で信 頼

領 域 を 求 あ る に は パ ラ メ ー タ α、β を 細 分 化 し、

か く α、 β に対 して与 え られ た ん=(島,鴨 ん。)

が許 容 域A(α,β)に 入 るか ど うか を決 め れ ば

よ い。 ま ず 観 測 レベ ル は 刎=4と し、 各 レベ

ル をd,=一1.5、42=一 〇.5、43=0.5、d,=1.5

と し、 観 測 個 数 は一 定 のn,=4と した。 反 応
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　 　 最大確率法に よる信頼領域(掛 け線部分)　 信頼水準

　 　 　 観測 レベル　 一1.5-0。5　 0.5　 1.5

　 　 　 観 測 数 　 4　 4　 4　 4

　 　 　 反 応 数 　 　 1　 　 1　 　 4　 　 4

　 　 　 　 　 　 　図2　 10gisticモ デ ル の信 頼 領 域
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×　 　印　最尤推定量

　 観測 レベル　 一1.5-0.5　 0.5　 1.5

　 観測数　　　 　 10　 　10　 　10　 　10

　 反応数　　 　　　0　 　 3　 　 7　 　10

　 　 　 　 図3　 10gisticモ デ ル の 信 頼 領 域
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　 　 観測数　 　 　　20　 20　 20　 20

　 　 反応数　 　 　　 0　 　 6　 14　 20

　 　 　 　 　 図510gisticモ デ ル の信 頼 領 域
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図5の 最大確率法か ら作 ったρ(4)の 信頼区間

図6　 反応確率の信頼領域

個 数 がk,=0、 々2=1、 々3=3、 ん4=4の 場 合

の信 頼 水 準 δニ0,95の 信 頼 領 域 を 図1に 示 す。

図1で 黒 い 点 を う って あ る領 域 が信 頼 領 域 で あ

る。 母 数 β は ρ(4)=÷ で の 傾 き を 示 す た あ

図 で はTan一'(β)で 示 した。 単 位 は角度 で あ る。

観測 レベルが4=0に 対称、 かつ反応値 も対称

であるから信頼領域 もα=0に 関 し対称になっ

ている。またこの例の場合 も信頼領域は単一の

閉領域にはなっていない。二項分布の場合もそ

うであったが、得 られた信頼領域は圧倒的大部



46 山 添 史 郎

分を占ある一つの閉な領域と少 しはなれたごく

小 さな点の集合となっている。最大確率法で信

頼領域を求ある場合最大の部分のみを求めるこ

とでほぼ十分と考え られる。 この部分のみを求

あるたあのプログラム実行時間はもとの信頼領

域を求めるものよりもはるかに短縮できる。以

下信頼領域を求ある場合最大部分のみを求め表

示する。同じ条件の下で反応個数が ゐ=(1,1,

4,4)の 信頼領域を図2に 示す。 この場合は非

対称である。

　 図3は 最大確率法 と情報行列を用いて求あた

信頼領域を共に示 した。鎖線で示 した領域が情

報行列を用いた ものである。この領域 はα、β

の楕円となるのであるが、βの方をTan-1(β)

で示 したたあ、上につまった形になっている。

この場合観測個数が各 レベルで10個 ずっ と図

1の 場合より大 きく、信頼領域は小さくなって

いる。なお正規近似 によって求めた信頼領域は

最大値法によって求あたものより小さくでがち

である。図4は 観測個数が同 じく10個 ずつの

場合に反応個数が ん篇(0,3,9,10)と 非対称

の場合の信頼領域である。

　 分布を決める母数 α、β以外 も分布の信頼領

域から求あることができる。例えば各ρ(4)の

信頼区間を図示 したのが図6で ある。図5は も

とのα、βの最大値法による信頼領域を示 した。

この信頼区間に"正 確な"も のでなく信頼水準

はδ;0.95よ り大きくなっている。

4.結 論

環境中の化学物質や医薬品の安全性を考える

とき、何 らかのモデルを設定 し得 られた観測値

か らパ ラメータを推測 し、外挿 して実質的な安

全量を推定することが行なわれる。 このような

場合、推定は信頼区間によって行なわれること

が望ましい。 この場合いくっかのパラメータを

持つ分布を仮定 し、データの個数が大 きいとき、

パラメータの信頼領域を中心極限定理 を利用 し

て求あることが多い。本論文では分布 を正確に

計算 し、その信頼領域を与える新 しい方法を試

みた。 この方法では得 られた信頼領域が信頼水

準を正確に計算 し、与えた信頼領域も小さいも

のであることが示される。ここで与えたのは2

つの母数をもつロジスティックモデルに限 った

が、他のモデルに対 しても適用可能な ものであ

る。2つ の母数を含むたあ信頼領域を求あるプ

ログラムを実行するにはレベル数が4、5個 で

それぞれの レベルでの観測個数が10か ら20あ

た りでは10数 分で得 られるものである。その

意味でも最大確率法は実用可能な手法 といえ、

また他の近似方法に対する規準を与えるといえ

よう。
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