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1 はじめに
1.1 背景
実臨床で発生・蓄積されるリアルワールドデータ，すなわち医療ビッグデータの利活用が本格
化している．レセプトデータ，DPCデータ，電子カルテデータ等に関しては既に大規模なデータ
ベースが整備されており，各種疾患レジストリも有用なデータ源として注目されている．また，
IoTが浸透した現代では，スマートフォンほかウェアラブルデバイスや在宅機器を通じて患者から
直接収集される医療データ等にも関心が向けられている．これらの医療ビッグデータは，時間の経
過とともに含まれる患者の数が増えていくだけでなく，患者当たりの観測時点の数も増えていくと
いう特徴を持つ．つまり，医療ビッグデータ時代においては，大規模かつ長期追跡のデータが一般
的になり，したがって，経時的に観測される検査値等の時間共変量を考慮した事象時間分析 (生存
時間解析)の重要性が増していくだろうと見込まれる．
そのような分析手法の代表かつ基礎となるものは，やはり依然として Cox回帰モデルであると
考える．しかし，時間共変量を含む Cox回帰モデルは，実データへの適用場面において，ほとん
ど常に (パラメータ推定に必要なデータが欠測しているという意味で)不完全データの分析を強い
られる，という困難を有している．この困難は，今後いかに医療ビッグデータが量的に増大し，質
的に向上しようとも，変わらず付きまとい続ける本質的な問題であると考えられる．本研究はこの
困難に着目するものである．

1.2 問題意識
ゼロ時点における年齢，性別等の固定共変量の他に，経時的に観測される検査値等の時間共変量
を考慮した事象時間分析を Cox回帰モデルで行いたい．ただし，時間共変量の観測時点について
は特に定まっていない (不規則観測)という状況を考える．つまり，個体間で観測時点が揃ってい
る必然性はなく，また，時間共変量が複数ある場合には変数間で揃っている必然性もないという，
より一般的な状況を想定する．これはリアルワールドデータの分析においてしばしば遭遇し得る状
況であり，また，近年の mHealth (モバイルヘルス)の潮流等も念頭に置いている．
時間共変量を含む Cox回帰モデルの個体 iにおけるハザード関数は

h(t|xi,yi(t)) = h0(t) exp
(
β′
xxi + β′

yyi(t)
)

(1)

である (t ≥ 0; i = 1, . . . , n)．ここで，h0(t)はベースラインハザード関数，xi は固定共変量，yi(t)

は時間共変量である．なお，時点 tにおける時間共変量の値は同時点のハザードにのみ影響すると
している．パラメータ β の推定は，tj (t1 < t2 < · · · < tm)をm個体において観測されたイベン
ト発生時点，R(tj)を tj におけるリスク集合として，部分尤度

Lp(β) =

m∏
j=1

exp
(
β′
xxj + β′

yyj(tj)
)∑

l∈R(tj)
exp

(
β′
xxl + β′

yyl(tj)
) (2)
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𝑚=3 での例：
イベント発生時点 𝑡 , 𝑡 , 𝑡 においてリスク集合
ℛ 𝑡 , ℛ 𝑡 , ℛ 𝑡 の時間共変量が都合よく観
測されていることは現実にはまずない． ｜

｜
｜
｜
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図 1 時間共変量の欠測

の最大化により行われるが [1]，これを完全に構成するには全てのR(tj)において yl(tj) (l ∈ R(tj))

が得られている必要がある．しかし，そのように都合よく (しかも測定誤差もなく)時間共変量が
観測されていることは現実にはほとんどあり得ず (図 1)，何かしらの方法で補完する必要がある．
通常の統計ソフトでは LOCF (Last Observation Carried Forward)により補完がなされるが，こ
れは明らかに β の推定にバイアスをもたらすと考えられる．本研究では，これに代わるより妥当
な補完と推定の方法を提案する．なお，提案手法においては，なるだけ簡便であることと，納得感
が高いものであることが意識されている．

1.3 関連研究
時間共変量を考慮した事象時間分析として，ジョイントモデルによるアプローチが研究されて来
た [2]．これは，経時観測データと事象時間データの観測に対してそれぞれモデルをおき，それら
の同時尤度に基いてパラメータ推定を行おうとするものである．典型的には，経時観測データには
線形/非線形混合効果モデル，事象時間データには (経時観測の対象を時間共変量として含む)Cox

回帰モデルがおかれ，ランダム効果で条件付けたときに各観測が独立になる，という仮定において
同時尤度が構成される．ジョイントモデルには様々な拡張が研究されているが，事象時間データに
関しては基本的に全尤度を構成することになるため，Cox 回帰モデルをおいた場合にはベースラ
インハザード関数についても明示的にパラメトライズする必要がある．この点は，ベースラインハ
ザード関数を特定しなくても部分尤度に基いて主要なパラメータを推定できるという Cox回帰モ
デルの特性が，損なわれてしまっているとも受け取られる．また，ジョイントモデルでは，分析結
果の妥当性についてはモデルが正特定されているかに依存する所が大きく，そして何より，同時尤
度がハザード関数の積分を含むなど複雑な形になるため，パラメータ推定に計算上の工夫を要し，
従って実装の容易さという点においてやや難がある．
同時尤度ではなく，段階的にそれぞれの尤度に基いてパラメータ推定を行うアプローチの方が，
より見通しが良く実装も容易である．これはすなわち，まず，経時観測データのモデルのパラメー
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図 2 経時観測データとガウス過程回帰の事後分布から生成したサンプルパスの例

タを推定し，次に，そこから得られる予測値を利用して事象時間データの尤度 (Cox回帰モデルで
あれば部分尤度)を構成することで，後者のモデルにおける主要なパラメータを推定しようとする
ものである．ただし，このアプローチの単純な適用は，経時観測データのモデルから得られる予測
値の不確実性が，事象時間データのモデルのパラメータ推定に反映されないという問題がある．そ
こで先行研究 [3]は，経時観測データのモデルのパラメータ推定と予測値の利用の手続きにMICE

(Multiple Imputation by Chained Equations) [4]を組み合せることを提案し，シミュレーション
スタディにおいて良好な結果を得ている．また，本先行研究では，1種類の経時観測データだけで
なく，相関を持った複数の経時観測データまで考慮されている．ただし，おそらくMICEとの組
み合せやすさから，経時観測データのモデルはあくまで線形混合効果モデル，また，その観測時点
は計画的なフォローアップを前提に予め定まっている (すなわち規則観測，ただし欠測あり)，とい
う設定にとどまっている．

1.4 本論文の構成
次の 2節で，提案手法に関してその考え方を中心に説明する．提案手法はガウス過程回帰と多重
代入法を組み合わせて利用するものであるが，これらそれぞれの数理的詳細については，補遺にお
いて別にまとめる．続く 3節で，提案手法の性能をシミュレーションスタディにより検証する．す
なわち，パラメータの真値が既知であるモデルから生成されたデータに対して，提案手法が正しく
その真値を推定できるかを調べる．そして 4節において，提案手法の実データへの適用例を示す．
最後に 5節で，本研究の総括と今後の展望について述べる．
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図 3 多重代入法の枠組み

2 提案手法
2.1 ガウス過程回帰の利用
経時的に観測された時間共変量 yi(t)に対しては，ガウス過程 (Gaussian process)回帰により柔
軟な当てはめを行うことが可能である [5]．そして素朴には，その回帰曲線を利用して補完するこ
とにより，より良い βの推定値が得られるだろうと期待される．また，ガウス過程回帰ではパラメ
トリックな非線形式等を特定する必要がなく，したがって非常に簡便でもある．
本研究ではさらに，ガウス過程回帰の結果として，時間共変量 yi(t)の経時変化曲線そのものの
事後分布が得られる点に注目する．これはつまり，経時変化曲線のサンプルパスを望む数だけ生成
できるということである (図 2)．このサンプルパスを利用して補完した場合，その補完値は，各時
点における当てはめの不確実性を反映して，サンプルパス毎に異なった値となる．不確実性を反映
した複数の補完値が得られるならば，多重代入法の枠組みで分析することにより，より妥当な βの
推定値が得られるだろうと期待される．そこでは補完における不確実性が分かりやすく考慮されて
おり，納得感も高いものとなっている．

2.2 多重代入法の利用
多重代入法 (Multiple imputation)は補完・分析・統合の 3ステップからなり，各ステップにお
いて補完モデル，分析モデル，Rubin のルールが用いられる (図 3)[6]．本研究では，Cox 回帰モ
デルが分析モデルに相当し，イベント発生時点のリスク集合における時間共変量 yl(tj) (l ∈ R(tj);

j = 1, . . . ,m) が欠測していると見なす，という意味での不完全データを考える．そしてここで，
ガウス過程回帰を補完モデルとして用い，その事後分布から生成したサンプルパスを利用して補完
を行う．そうして得られた疑似完全データそれぞれについて，部分尤度を構成して β の推定値を
求め，最終的にそれらを Rubinのルールで 1つにまとめまる，という流れになる．
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図 4 単独のガウス過程回帰 (左)とMulti-outputガウス過程回帰 (右)

2.3 補助変数の活用：Multi-outputガウス過程回帰
ガウス過程回帰は観測時点が不揃いな複数の系列を同時に扱うこともでき，これをMulti-output

ガウス過程回帰と呼ぶ [7]．Multi-outputガウス過程回帰では，複数の系列に対し時間方向の関連
性 (共分散関数)を共有しながら同時に回帰を行う．これによって，単独の系列に対し回帰を行っ
た場合よりも回帰曲線がより真の値に近づき，また，サンプルパスのばらつきも減少する (図 4)．
したがって，注目している時間共変量 yi(t)他に，それと相関のある変数 wi(t)を補助変数として
活用することにより，さらに良い β の推定値が得られるだろうと期待される．

3 シミュレーションスタディ
3.1 データ生成モデル
ハザード関数を hi(t) = h0(t) exp (βxxi + βzzi + βyyi(t)), (t ≥ 0; i = 1, . . . , n) とする．ここ
で xi は連続値の固定共変量，zi は 2値の固定共変量であり，yi(t)が時間共変量である．また，時
間共変量と相関のある補助変数として wi(t)も用意する．
ベースラインハザード関数は生存時間分布を指数分布とした下で h0(t) = λ = 0.006 (定
数) とし，推定対象である βx, βz, βy は全て 0.25 とした．固定共変量についてはそれぞれ xi ∼
N(0, 12)，zi ∼ Bernoulli(0.5) とした．時間共変量と補助変数についてはそれぞれ yi(t) =

a0i + a1it + Ai

{
sin

(
2πt
T1i

)
+ sin

(
2πt
T2i

)}
，wi(t) = b0i + b1it + Bi

{
sin

(
2πt
T1i

)
+ sin

(
2πt
T2i

)}
と

し，直線トレンドに正弦波を重ねることで複雑多様な経時変化となるようにした．ただし，周
期 T1i, T2i は yi(t) と wi(t) で共通とすることにより，経時変化のパターンを両者で共有するよ
うにした．直線トレンドの切片と傾き，正弦波の振幅と周期に相当するパラメータはそれぞれ
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図 5 生成されたデータの見本

a0i, b0i ∼ U(−1, 1)，a1i, b1i ∼ U(−0.01, 0.01)，Ai, Bi ∼ U(1, 2)，T1i, T2i ∼ U(20, 60) で与え，
観測誤差は ϵyi(t), ϵwi(t) ∼ N(0, 0.052)とした．サンプルサイズは n = 200とし，t = 360で観察
終了 (打切り)とした．また，wi(t)の観測頻度は yi(t)の 2倍程度とし，観測時点はランダムに与
えた．
上記の設定で生成されたデータの見本を図 5に示す．左上が生存曲線 S(t)，その下が固定共変量

xi と zi の分布である．右に並んでいるのが一部の個体における時間共変量 yi(t)と補助変数 wi(t)

のプロットであり，図中の縦のラインはイベント発生時点 (または観察終了時点)を示している．

3.2 シミュレーション
生成されたデータに対し，以下の 6 通りの方法で β を推定した．なお，試行回数は 1000 回と
した．

LOCF:

時間共変量を LOCFにより補完し，部分尤度を構成して β̂ を求める．
GP:

(1) 時間共変量のデータに対しガウス過程回帰を実行する．(2) その回帰曲線を用いて時間
共変量の補完を行い，部分尤度を構成して β̂ を求める．

GP×MI:

(1) 時間共変量のデータに対しガウス過程回帰を実行する．(2) 得られた事後分布からサン
プルパスを生成して時間共変量の補完を行い，部分尤度を構成して β̂ を求める．(3)(2) を
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名目水準

カバレッジ (%)推定値の分布

真値

図 6 β̂y の分布とカバレッジ (シミュレーションスタディ)

30通り行い，Rubinのルールにより 1つの β̂ に統合する．
MOGP:

(1) 時間共変量と補助変数のデータの組に対し Multi-output ガウス過程回帰を実行する．
(2)その回帰曲線を用いて時間共変量の補完を行い，部分尤度を構成して β̂ を求める．

MOGP×MI:

(1) 時間共変量と補助変数のデータの組に対し Multi-output ガウス過程回帰を実行する．
(2)得られた事後分布からサンプルパスを生成して時間共変量の補完を行い，部分尤度を構
成して β̂ を求める．(3)(2)を 30通り行い，Rubinのルールにより 1つの β̂ に統合する．

完全履歴:

時間共変量の完全な履歴 (真値)を用いて補完を行い，部分尤度を構成して β̂ を求める．

なお，ここでは最後の完全履歴における結果が正対照となる．

3.3 結果と考察
結果の詳細は補遺にまとめた．図 6に各方法において得られた β̂y の分布とカバレッジ (95%信
頼区間が真値を含んだ割合)を示す．図中の横のラインはそれぞれ βy の真値と名目水準である．
本シミュレーションスタディの設定においては，LOCF は過小推定傾向となり，カバレッジも
著しく不良であった．一方，GPでは逆に過大推定傾向となり，カバレッジも依然として名目水準
から大きく乖離していた．これに対し，提案手法である GP×MI は，推定値，カバレッジともに
LOCFや GPでの結果を大きく改善した．MOGPではやや過大推定傾向となったものの，GPで
の結果よりは良好であり，カバレッジも遥かに名目水準に近いレベルであった．今回検討した 6

通りの方法の中では，もう 1 つの提案手法である MOGP×MI が，推定値，カバレッジともに最
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も良好な結果を示していた．単一代入法的な GP および MOGP は，多重代入法を組み合わせて
GP×MIおよびMOGP×MIとなることで，推定結果がマイルドになり，カバレッジも改善する傾
向が見られた．
以上の結果から，本研究が想定する状況において，ガウス過程回帰と多重代入法を組み合わせた
提案手法により，従来法と比較してより妥当な推定を行える可能性が示唆された．

4 実データへの適用例
4.1 Turbofan engine degradation simulation data set

ここでは予知保全領域のオープンデータセットを用いた．本データセットは第 1回 Prognostics

and health management (PHM)コンペティションにおいても使用されたものであり，物理シミュ
レータから得られた 100機分のターボファンエンジンの故障時間，および 24種類のセンサーデー
タ (経時観測) からなる．本データセットは NASA のデータリポジトリより入手可能である [8]．
図 7にエンジンの生存曲線 S(t)とセンサーの種類を示す．ターボファンエンジンの内部構造の模
式図は図 7左下の通りであり，各箇所に設置されたセンサーにより温度，圧力，速度，比指標等が
外部条件とともにモニタリングされている，という設定である．
医療系の実データへの適用例を示すことがより望ましかったが，入手の困難さ等もあり，本経過
報告書では医療系とは程遠い領域のデータへの適用例となっている．しかし，予知保全領域におい
て考えられている問題は，本研究が想定しているものと構造的にはほぼ同様であり，従って，十分
示唆に富んだ適用例になっていると考える．

4.2 分析シナリオ
分析モデルは Cox回帰モデルである．ここでは sensor15のバイパス比に注目し，これを時間共
変量としてエンジン故障への影響 (対数ハザード比 βy)を調べることにした．バイパス比とは，コ
アエンジン部を通る空気と通らない (バイパスされる)空気の流量比であり，ターボファンエンジ
ンに特有の指標である．一般にバイパス比が高いほど良いエンジンであるとされているが，通常時
レベルからの逸脱はエンジン故障と関連していると予想される．
また，他のセンサーデータを活用して (すなわち，Multi-output ガウス過程回帰を利用して)

βy を推定することも行った．しかし，どのセンサーが補助変数として適当であるかは領域知識
の不足のため不明であり，ここでは試行的に sensor2, sensor3, sensro4 (いずれも温度センサー)，
sensor7, sensor11 (いずれも圧力センサー)，sensor13, sensor14 (いずれも速度センサー)の 7つ
を検討することとした．
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変数名 記号 内容

condition1 - altitude

condition2 - Mach number

condition3 - Throttle resolver angle

sensor1 T2 Total temperature at fan inlet

sensor2 T24 Total temperature at LPC outlet

sensor3 T30 Total temperature at HPC outlet

sensor4 T50 Total temperature at LPT outlet

sensor5 P2 Pressure at fan inlet

sensor6 P15 Total pressure in bypass-duct

sensor7 P30 Total pressure at HPC outlet

sensor8 Nf Physical fan speed

sensor9 Nc Physical core speed

sensor10 epr Engine pressure ratio (P50/P2)

sensor11 Ps30 Static pressure at HPC outlet

sensor12 phi Ratio of fuel flow to Ps30

sensor13 NRf Corrected fan speed

sensor14 NRc Corrected core speed

sensor15 BPR Bypass ratio

sensor16 farB Burner fuel-air ratio

sensor17 htBleed Bleed enthalpy

sensor18 Nf_dmd Demanded fan speed

sensor19 PCNfR_dmd Demanded corrected fan speed

sensor20 W31 HPT coolant bleed

sensor21 W32 LPT coolant bleed

図 7 Turbofan engine degradation simulation data set

4.3 分析モデルの詳細とデータ加工
ハザード関数を hi(t) = h0(t) exp (βx1x1i + βx2x2i + βyyi(t)), (t ≥ 0; i = 1, . . . , 100)とする．
ここで x1i と x2i は連続値の固定共変量であり，プレ観察期間 (−100 ≤ t < 0)のセンサーデータ
を用いた主成分分析の結果に基いて用意した．yi(t)が時間共変量であり，バイパス比 (sensor15)

が相当する．補助変数 wi(t) については，sensor2, sensor3, sensro4 (いずれも温度センサー)，
sensor7, sensor11 (いずれも圧力センサー)，sensor13, sensor14 (いずれも速度センサー) から 1

つを選ぶ．従って，Multi-outputガウス過程回帰は都合 7パターン行うことになる．
センサーデータは全て標準化して用いた他に，次のデータ加工を施した上で分析を行った．ま
ず，t = 150で観察終了とした．これにより 17機のエンジンは打切り扱いとなった．また，時間
共変量 yi(t)と補助変数 wi(t)に相当するデータを，それぞれ 6割と 4割間引きした．元データが
高頻度かつ規則観測データであったため，本研究で想定している不規則観測データへ加工する目
的でこの処理を行った．この間引きの仕方は一意には決まらないため，複数通りのランダムな間引
きパターンで検討することとした．そのため，本適用例は準シミュレーションのような形となって
いる．

4.4 準シミュレーション
間引きデータに対し，以下の 6通りの方法で βを推定した．なお，試行回数は 100回とした (す
なわち，100通りの間引きパターンで検討した)．
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LOCF:

バイパス比 (sensor15)を LOCFにより補完し，部分尤度を構成して β̂ を求める．
GP:

(1)バイパス比 (sensor15)のセンサーデータに対しガウス過程回帰を実行する．(2)その回
帰曲線を用いてバイパス比 (sensor15)の補完を行い，部分尤度を構成して β̂ を求める．

GP×MI:

(1)バイパス比 (sensor15)のセンサーデータに対しガウス過程回帰を実行する．(2)得られ
た事後分布からサンプルパスを生成してバイパス比 (sensor15) の補完を行い，部分尤度を
構成して β̂ を求める．(3)(2)を 30通り行い，Rubinのルールにより 1つの β̂ に統合する．

MOGP:

(1)バイパス比 (sensor15)ともう 1種類 (温度：sensor2, sensor3, sensro4，圧力：sensor7,

sensor11，速度：sensor13, sensor14から選択)のセンサーデータの組に対しMulti-output

ガウス過程回帰を実行する．(2) その回帰曲線を用いてバイパス比 (sensor15) の補完を行
い，部分尤度を構成して β̂ を求める．

MOGP×MI:

(1)バイパス比 (sensor15)ともう 1種類 (温度：sensor2, sensor3, sensro4，圧力：sensor7,

sensor11，速度：sensor13, sensor14から選択)のセンサーデータの組に対しMulti-output

ガウス過程回帰を実行する．(2)得られた事後分布からサンプルパスを生成してバイパス比
(sensor15)の補完を行い，部分尤度を構成して β̂ を求める．(3)(2)を 30通り行い，Rubin

のルールにより 1つの β̂ に統合する．
全データ利用:

間引きは行わず元データを全て利用し，通常の方法 (つまり LOCF)により部分尤度を構成
して β̂ を求める．

元データは高頻度かつ規則観測データであるため，最後の全データ利用は 3節のシミュレーショ
ンスタディにおける完全履歴での推定とほぼ同様と考えられる．そこで，ここでは全データ利用に
おける結果を仮の正対照と見なすことにした．なお，全データ利用に関しては試行は 1 回のみで
ある．

4.5 結果と考察
図 8に各方法において得られた β̂y(バイパス比の対数ハザード比)の分布を示す．左はバイパス
比 (sensor15)のセンサーデータのみを用いた全データ利用，LOCF，GP，GP×MIでの結果，右
3 つはその他のセンサーデータ (温度：sensor2, sensor3, sensro4，圧力：sensor7, sensor11，速
度：sensor13, sensor14)も併せて用いたMOGPおよびMOGP×MIでの結果である．
全データ利用における推定値が真値である保証はないため，確かなことは言えないが，バイパス
比 (sensor15)のセンサーデータのみを用いた場合に関しては，3.シミュレーションスタディで得
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MOGP & MOGP×MI

sensor
2

sensor
3

sensor
4

sensor
7

sensor
11

sensor
13

sensor
14

図 8 β̂y の分布 (適用例)

られた結果とほぼ同様の傾向が認められた．すなわち，LOCFでは過小推定傾向，GPでは過大推
定傾向が見られ，多重代入法を組み合わせた GP×MIでは GPよりもマイルドな推定結果となっ
ていた．
一方，その他のセンサーデータも併せて用いた場合に関しては，どのセンサーを補助変数として
選んだかによって，推定結果が大きく異なっていた．この結果は，もし適切でない補助変数を選択
してその情報を用いた場合，むしろバイアスのある推定値を得てしまう恐れもあることを示唆して
おり，分析データに関する領域知識が十分でない状況における課題が浮かび上がった．

5 おわりに
5.1 総括
分析モデルを時間共変量を含む Cox回帰モデルとするとき，ガウス過程回帰と多重代入法を組
み合わせることで，より妥当な (バイアスが小さく，カバレッジが良好な)推定を行える可能性が
示唆された．提案手法のメリットとしては，補完モデルにおいてパラメトリックな非線形式等を特
定する必要がなく簡便であること，また，補完における不確実性が分かりやすく考慮されており納
得感が高いこと等が挙げられる．また，提案手法は不規則観測データへの対応も容易であり，補助
変数の情報を活用することで更に推定が改善する可能性も示唆された．一方で，領域知識が十分で
ない状況においては，適切な補助変数の選択という課題があることも明らかとなった．
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5.2 今後の展望
本研究では，ガウス過程回帰を補完モデルとして用い，多重代入法の枠組みでパラメータ推定を
行う，というアプローチが取られている．ここで扱われたのはガウス過程回帰と相性の良い連続値
の時間共変量のみであり，カテゴリカルな時間共変量については検討されていない．しかし，患者
から得られる時間共変量には，検査値等の連続的な値をとる変数の他にも，症状や曝露の有無，重
症度，併用薬の種類といったカテゴリカルな変数が数多く存在する．したがってその適切な扱い，
すなわち補完法に関しても，何らかの解決策が与えられるべきである．
また，Multi-output ガウス過程回帰の利用により，複数の変数間での情報の共有の方向性は示
されたが，複数の個体間での情報の共有という方向性も考えられる．個々の個体に注目したとき，
ガウス過程回帰を適用して補完モデルを得るにはデータが少な過ぎる，という状況は十分にあり得
る．そのような場合でも，全個体で見れば平均的な傾向を掴める可能性があり，その平均的な傾向
を共有しながら個々の個体の補完モデルを得る，ということができるかもしれない．
また一般に，補完モデルには分析モデルのアウトカムに由来する変数を含めるべきとされている
が，本研究ではこの観点からの検討はなされていない．分析モデルを Cox回帰モデルとした場合
においては，打切り指標と Nelson-Aalen推定量 (累積ハザード関数の推定量)を含めることを推奨
する先行研究がある [9][3]．分析モデルを時間共変量を含む Cox回帰モデルとし，補完モデルにガ
ウス過程回帰を用いた場合における，先行研究の拡張の方法は自明でないが，これらを上手く取り
込むことでさらに推定が改善する可能性はあり，検討の価値があると考えられる．
以上を踏まえたとき，本研究のアプローチを継承した場合の次の展開としては，以下のようにま
とめられる．

• 本アプローチにおいてカテゴリカルな時間共変量も扱えるよう対応し，さらに，連続変数と
カテゴリカル変数の両方を含む，複数の変数間での情報の共有の方向性を示す．併せて，複
数の個体間での情報の共有の方向性についても検討する．

• 本アプローチにおけるアウトカム由来変数の取り込み方について検討し，それらのパラメー
タ推定における有用性を検証する．

カテゴリカルな時間共変量ついては，ガウス過程回帰の自然な拡張により対応できると考えら
れる (例えば，カテゴリカルな観測値の背後に潜在的な連続値の時間共変量を想定する等)．変数
型を限定しない複数の変数間での情報の共有，および複数の個体間での情報の共有については，
Multi-outputガウス過程回帰の拡張を考えることになると思われる．これに関しては [10]などの
先行研究が参考になるかもしれない．アウトカム由来変数の取り込みについては，補完モデルにガ
ウス過程回帰を用いているがゆえの難しさもあるだろうと予想される (例えば，累積ハザード関数
であれば単調増加でなくてはならないが，こういったガウス過程回帰と相性のあまり良くない制約
も考慮する必要がある等)．
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補遺 A ガウス過程回帰
本節では一般論として議論を行うため，他節とは独立した表記法を用いる．なお，本節をまとめ
るに当たっては主に [11]を参考にした．

A.1 Single-outputガウス過程回帰
平均関数をm(x)，共分散関数 (カーネル関数)を k(x, x′;θ)として，関数 f(x)を生成するガウ
ス過程：

f(x) ∼ GP (m(x), k(x, x′;θ)) (3)

は，任意の仮想的な入力の列 x(1), x(2), . . .とそれに対応する出力の列 f(x(1)), f(x(2)), . . .を考え
て，以下のように多変量正規分布 (ガウス分布)として読みかえられる．f(x(1))

f(x(2))
...

 ∼ N

0,

k(x(1), x(1);θ) k(x(1), x(2);θ) · · ·
k(x(2), x(1);θ) k(x(2), x(2);θ) · · ·

...
...

. . .


 (4)

ただし，便宜的に平均ベクトルは 0とした．なお，ここで θ は共分散関数のパラメータ (ハイパー
パラメータ)を表す．上式は，

f ∼ N(0,K) (5)

のように略記され，K はグラム行列と呼ばれる．このように任意次元のベクトル f を生成する多
変量正規分布を想定した下で，ガウス過程回帰では，多変量正規分布が持つ便利な性質を利用し
て，実際のデータから回帰曲線を求める．
今，N 個の入力 x1, x2, . . . , xN に対応して出力 f(x1), f(x2), . . . , f(xN ) があり，誤差

ε1, ε2, . . . , εN (εn ∼ N(0, σ2)) が乗った y(x1), y(x2), . . . , y(xN ) が観測されるとする．このと
き，次のように書くことができる．

fN ∼ N(0,KN ) (6)

yN ∼ N(0,KN + σ2I) (7)

ここで，

fN =

 f(x1)
...

f(xN )

 , yN =

 y(x1)
...

y(xN )

 , KN =

k(x1, x1) · · · k(x1, xN )
...

. . .
...

k(xN , x1) · · · k(xN , xN )

 (8)

である (以降，共分散関数は θ を省略して k(x, x′) と表記する)．未観測の M 個の入力
x(1), x(2), . . . , x(M) とそれに対応する出力 f(x(1)), f(x(2)), . . . , f(x(M))を想定して，観測データ
yN の下での fM =

[
f(x(1)) · · · f(x(M))

]T の事後分布 p(fM |yN )を求めることを考える．事前
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分布 p(fM )ついてもやはり fM ∼ N(0,KM )と書けることから，まず，同時分布 p(fM ,yN )は
次のようになる． [

yN

fM

]
∼ N

([
0
0

]
,

[
KN + σ2I KNM

KMN KM

])
(9)

ここで，

KM =

 k(x(1), x(1)) · · · k(x(1), x(M))
...

. . .
...

k(x(M), x(1)) · · · k(x(M), x(M))

 (10)

KNM =

k(x1, x(1)) · · · k(x1, x(M))
...

. . .
...

k(xN , x(1)) · · · k(xN , x(M))

 (11)

KMN =

 k(x(1), x1) · · · k(x(1), xN )
...

. . .
...

k(x(M), x1) · · · k(x(M), xN )

 (12)

である．多変量正規分布における条件付分布は，同時分布から公式的に直ちに導くことができ，事
後分布 p(fM |yN )は以下のようになる．

fM |yN ∼ N(m′,K ′
M ) (13)

ただし，ここで，

m′ = KMN (KN + σ2I)−1yN (14)

K ′
M = KM −KMN (KN + σ2I)−1KNM (15)

である．M 個の入力 x(1), x(2), . . . , x(M) は任意に選べるため，これはつまり xの定義域全てにわ
たって f(x)の事後分布が得られたことと同じである．この事後分布の平均が，ガウス過程回帰に
おける回帰曲線に相当する．
ハイパーパラメータ θ の推定については，対数周辺尤度 log p(yN |θ) の最大化を考える (Type

II最尤推定)．(7)式より，

log p(yN |θ) = −1

2
log

∣∣KN + σ2I
∣∣− 1

2
yT
N

(
KN + σ2I

)−1
yN + const. (16)

であり，右辺を最大にする θ を勾配法などにより求める．周辺尤度 (エビデンス)を基準としてハ
イパーパラメータを決定するこの枠組みは，ベイズモデル選択と見ることができる．
なお，以上では入力空間を 1次元とした場合について論じたが，多次元とした場合も同様の議論
が成り立つ．
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A.2 Multi-outputガウス過程回帰
共分散関数 k(x, x′)を共有した，例えば 2つの関数 f1(x), f2(x)を同時に扱いたい場合は，新た
にハイパーパラメータ bij (i, j = 1, 2)を導入して，

f1(x(1))
f1(x(2))

...
f2(x(1))
f2(x(2))

...


∼ N

(
0,

[
b11 b12
b21 b22

]
⊗K

)
(17)

を考えればよい．ただし，ここで ⊗はクロネッカー積を表し，[
b11 b12
b21 b22

]
⊗K =

[
b11K b12K
b21K b22K

]
(18)

である．f1(x), f2(x)の出力を縦につないだ左辺のベクトルを fMO として，上式は以下のように
略記される．

fMO ∼ N(0,B ⊗K) (19)

これは，K がB⊗K に置き換わっただけで，本質的には (5)式と同じであり，Multi-outputガウス
過程回帰と言っても，実際には Single-outputガウス過程回帰をしている (従って，Single-output

ガウス過程回帰と同様の手順で回帰曲線を求めることができる)．なお，さらに複数の関数を同時
に扱いたければ，fMO をさらに縦に伸ばし，関数の数に合わせてB の次元を増やせばよい．
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補遺 B 多重代入法
本節でも一般論として議論を行うため，他節とは独立した表記法を用いる．なお，本節をまとめ
るに当たっては主に [12]を参考にした．

B.1 補完値の生成
Dobs と Dmis で観測データと欠測データを表し，r を欠測の有無を表す変数 (欠測指標) と
する．また，パラメータを θ とする．多重代入法は基本的にベイズの枠組みであり，予測分布
p(Dmis|Dobs)から発生させた乱数を用いて欠測を補完すればよい，という発想である．なお，多
重代入法ではMissing at random (MAR)，すなわち p(Dmis|Dobs, r) = p(Dmis|Dobs)が仮定さ
れている．予測分布は，

p(Dmis|Dobs) =

∫
p(Dmis|Dobs,θ)p(θ|Dobs)dθ (20)

であることから，

θ(m) ∼ p(θ|Dobs) (21)

D
(m)
mis ∼ p(Dmis|Dobs,θ

(m)) (m = 1, . . . ,M) (22)

などとして生成した D
(m)
mis を用いて欠測を補完する．M 回の繰り返しの結果，M セットの疑似完

全データ (D
(m)
mis, Dobs)が得られることになる．この繰り返し回数M については，データに占める

不完全データの割合のパーセンテージ以上という目安があるが，モンテカルロ誤差の制御の観点か
らは，可能な限り多く (100回 ∼)設定することがより望ましいとされている．

B.2 Rubinのルール
多重代入法における統計的推測は p(θ|Dobs)に基いて行われる．ここで，

p(θ|Dobs) =

∫
p(θ|Dmis, Dobs)p(Dmis|Dobs)dDmis (23)

であり，事後平均 E[θ|Dobs] と事後分散 V [θ|Dobs] を推定したいとする．Rubin のルールで
は，M セットの疑似完全データそれぞれから得られた θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂M と，その分散の推定値
V̂1, V̂2, . . . , V̂M を，

θ̂MI =
1

M

M∑
m=1

θ̂m (24)

V̂ (θ̂MI) = WMI +

(
1 +

1

M

)
BMI (25)
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のように統合し，最終的な推定値とする．ここで，WMI と BMI はそれぞれ補完内と補完間での分
散を表したものであり，

WMI =
1

M

M∑
m=1

V̂m (26)

BMI =
1

M − 1

M∑
m=1

(θ̂m − θ̂MI)(θ̂m − θ̂MI)
T (27)

である．Rubinのルールは基本的に周辺平均と周辺分散の公式から導かれるものであり，

E[θ|Dobs] = EDmis|Dobs
[E(θ|Dmis, Dobs)|Dobs] (28)

V [θ|Dobs] = EDmis|Dobs
[V (θ|Dmis, Dobs)|Dobs]

+ VDmis|Dobs
[E(θ|Dmis, Dobs)|Dobs] (29)

を考えている．すなわち，(28)式の右辺が 1
M

∑M
m=1 θ̂m に，(29)式の右辺第 1項と第 2項がそれ

ぞれWMI と BMI に対応している．ただし，p(Dmis|Dobs)より生成した D
(m)
mis で補完した疑似完

全データから得られる推定値 θ̂m, V̂m が，それぞれ E(θ|D(m)
mis, Dobs), V (θ|D(m)

mis, Dobs)を近似す
るものと見なしている．また，(25)式における (

1 + 1
M

)は，補完の回数が有限回であることに対
する補正である．
検定や信頼区間の構成については，θ̂MI と V̂ (θ̂MI)の関連する要素を抜き出し，t分布に基いて
行われる．その際の自由度 υ は以下で与えられる．

υ = (M − 1)
1

λ2
, λ =

(
1 + 1

M

)
BMI

V̂ (θ̂MI)
(30)

ただし，この υは完全データが得られた場合の自由度を超える可能性があり，次の修正自由度 υadj

も提案されている．

υadj = (M − 1)
υ × υobs
υ + υobs

, υobs =
(n− p+ 1)(n− p)

n− p+ 3
(1− λ) (31)

ここで，pはパラメータの数，nは完全データのサンプルサイズである．
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補遺 C シミュレーションスタディ結果詳細
表 1 に 3 節で行ったシミュレーションスタディの結果の詳細を示す．時間共変量の係数の推定
値 β̂y のバイアスとカバレッジについては，本論で言及した通りである．固定共変量 (連続および 2

値)の係数の推定値 β̂x，β̂z については，いずれの推定方法においてもバイアスはほぼなく，また，
カバレッジも良好であった．なお，モンテカルロ誤差に関しては最大でも 0.005を超えないと見積
もられた．

表 1 シミュレーションスタディ結果詳細

推定結果 (1000回試行) の要約

推定対象 推定方法 平均 標準偏差 カバレッジ

完全履歴 0.255 0.079 94.6

(真値：0.25） LOCF 0.250 0.078 95.3

GP 0.249 0.082 94.6

GP×MI 0.249 0.079 95.2

MOGP 0.254 0.079 94.8

MOGP×MI 0.252 0.078 95.7

完全履歴 0.256 0.147 95.1

(真値：0.25） LOCF 0.250 0.147 95.2

GP 0.252 0.155 94.7

GP×MI 0.250 0.148 95.6

MOGP 0.255 0.150 94.9

MOGP×MI 0.253 0.148 95.0

完全履歴 0.254 0.047 94.7

(真値：0.25） LOCF 0.140 0.047 31.4

GP 0.318 0.076 43.7

GP×MI 0.234 0.046 89.2

MOGP 0.272 0.053 84.3

MOGP×MI 0.240 0.046 95.0

𝛽

𝛽

𝛽
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