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1. 序論

平成バブル崩壊以降の長期停滞の一因としてイノベーション創出のためのリスク・マネー
の供給不足が指摘されてきたほか，社会保障制度の持続困難に伴い各家計が退職後に備える
ための資産形成を行う必要性が高まってきたことから，国家経済戦略として「貯蓄から投資
へ」が提唱されて久しいが，家計の投資比率は低迷を続けている．一因として，政府が一般
家計の資産運用において模範的アセット・アロケーションを提示できていないことが指摘さ
れている．1また，GPIFが 2014年秋，公的年金運用における株式投資比率を引き上げる方
針を決定したが，本来，公的年金運用における株式投資比率は，我が国の平均的家計の最適
アセット・アロケーションを踏まえて設定されるべきものである．さらに，リスク・マネー
の供給足解消には，長期資金を調達しているため，銀行等に比べリスク・マネー供給能力が
潜在的に高い生保等の機関消費者が長期債務の着実な履行を担保しつつリスク資産投資比
率を高められるような運用方法が模索されている．
他方，世界金融危機において，先端的リスク管理技術を有するとされていた欧米の少なか

らぬ金融機関が大幅な損失を被ったことから，確率（過程）自体を特定できない「ナイトの
不確実性」を考慮し，最悪確率（過程）を想定した投資の頑健最適化に対する認識が高まっ
ている．併しながら，ナイトの不確実性下，個人の模範的アセット・アロケーション及び生
保の最適頑健運用を探求することは理論的に多くの困難を伴っている．
従って，ナイトの不確実性下，個人の模範的頑健アセット・アロケーション及び生保等機

関消費者の最適頑健運用を探求することは，現代日本経済の喫緊の課題であると思料する．
本論文の最終目的は，実用に耐える一般性の高い国際証券市場モデルの下，個人及び生保の
証券投資の頑健最適化問題において，比較静学と実証分析を実現可能とすべく，最適投資の
解析解，乃至は近似解析解を導出することであるが，同目的達成のためには，次の四つの課
題を克服する必要がある．
第一に，効率的証券投資においては，長期分散投資が必須であるが，長期投資では安全証

券は短期債ではなく長期物価連動債なので，投資対象に長期物価連動債を含める必要がある
が，長期債を含む証券投資問題では，一般に，HJB方程式から導出される間接効用関数の
偏微分方程式に非斉次項が現れ，解析解の導出を困難にすることである．
第二に，同問題を Campbell and Viceiraの対数線形近似法により近似解析解を求める場

合，解を構成する未知係数体系の代数方程式は一般に複数解が存在するため，十分条件を提
示する必要が生じることである．
第三に，実用に耐える一般性の高い証券市場モデルの下での投資の頑健最適化では，行列

表現されている確率過程を対象に，最悪確率特定化問題と最悪確率下の効用最大化問題を解
析的に解くには，複雑な計算を要することである．
第四に，国際証券投資問題においては，一般性が高く且つ解析的取扱い可能な標準的国際

証券市場モデルが確立されていないことに加え，国内証券市場モデルに為替変動リスクの潜
在ファクターが追加されるため，一層複雑な問題を解くことを余儀なくされることである．
本稿では，これらの課題を有する非常に複雑な問題に対し，CRRA効用消費者の有限時

間国内証券投資問題の考察から開始し，同無限時間問題，Epstein-Zin効用消費者の問題と
段階的に高度な問題に取り組んでゆく接近法を採用する．すなわち，前段階の問題の結果を
参考にすることで，次段階の問題に着実に解答を与えてゆき，最終的に相似拡大的頑健効用

1「貯蓄から投資へ」が停滞している主因と模範的アセット・アロケーション提示の必要性については，楠
田 [24]を参照せよ．
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消費者の無限時間国際証券問題に解答を与える．
すなわち，まず，短期金利とリスクの市場価格が共に一般次元の潜在ファクターのアフィ

ン関数で表される一般性の高いアフィン潜在ファクター（国内）証券市場モデルを仮定し
た上で，CRRA (Constant Relative Risk Aversion)効用消費者の有限時間証券投資問題を
考察することから研究を開始する．同問題では，最適化条件であるHJB（Hamilton-Jacobi-

Bellman）方程式から線形・非斉次偏微分方程式が導出されるが，Liu [29]の準解析解構成
法を応用し，準解析解を導出する．しかし，同方法は，CRRA効用消費者の無限時間問題
に適用できないことが判明する．
そこで，CRRA効用消費者の無限時間問題に対しては，Campbell and Viceira [15]，楠

田 [25]の非斉次項の対数線形近似法を適用して近似解析解を導出する．同近似解析解は，解
を構成する未知係数体系が一般に解が複数存在する代数方程式の解であったことから，本問
題の解であるための十分条件をMaslowski and Veverka [32]の前進・後退確率微分方程式に
関する理論を援用して提示する．
次に，ナイトの不確実性下の無限時間証券投資問題の準備段階として，CRRA効用では

不可分となっている相対的危険回避度と相対的異時点間変動回避度（異時点間代替弾力性の
逆数）を分離できるEpstein-Zin効用を有する消費者の無限時間国内証券投資最適化問題を
考察する．同問題のHJB方程式から導出される偏微分方程式には非斉次項のみならず非線
形項が現れるが，対数線形近似法により近似解析解を導出できることを示す．また，近似解
析解に基づく近似消費・富比率と近似最適投資比率の近似精度を簡便数値実験により評価
する．
そして，ナイトの不確実性下の無限時間証券投資問題を考察する．頑健効用としては，

CRRA効用の拡張であり，CRRA効用の持つ望ましい性質である「相似拡大性」を持ち，
Epstein-Zin効用との類似性が高いとされる「相似拡大的頑健効用」(Maenhout [30])を仮定
する．このとき，消費者の無限時間頑健最適化問題の HJB方程式から導出される非線形・
非斉次偏微分方程式は，Epstein-Zin効用から導出される非線形・非斉次偏微分方程式と同
一構造であり，対数線形近似法により近似解析解を導出できる．
上記消費者の無限時間頑健最適化問題の応用問題として，生命保険会社の生保頑健運用問

題を考察する．楠田 [26]が生命保険会社の生保販売を証券の空売り投資と見做し，生保債務
をポートフォリオに組み込む新たなアプローチにより，生保頑健運用問題を楠田・菊池 [27]

の消費と長期証券投資の最適化問題の枠組みの中に位置付け，近似解析解を与えていること
を踏まえ，上記相似拡大的頑健効用消費者の無限時間証券投資問題の枠組みの中に位置付
け，近似解析解を導く．
最後に，アフィン潜在ファクター（国内）証券市場モデルを拡張した，菊池 [21]のアフィ

ン潜在ファクター国際証券市場モデルにおいて，対数線形近似法を可能とすべく非定常ファ
クターを捨象したモデルを仮定し，CRRA消費者の有限時間証券投資問題と相似拡大的頑
健効用消費者の無限時間証券投資問題を考察する．
本論文の第 2章以降の構成は，次の通りである．第 2章では，アフィン潜在ファクター証券

市場モデルを紹介する．アフィン潜在ファクター証券市場モデルの下で，CRRA効用消費者
の長期証券投資の有限時間問題（第 3章），同無限時間証券投資問題（第 4章），Epstein-Zin

効用消費者の無限時間証券投資問題（第 5章），相似拡大的頑健効用消費者の無限時間証券
投資問題（第 6章）を順に考察する．第 6章で提示した頑健最適化モデルを応用して，生命
保険会社におけるアセット・アロケーションの頑健最適化問題を第 7章で考察する．第 8章
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で，アフィン潜在ファクター国際証券市場モデルを紹介する．アフィン潜在ファクター国際
証券市場モデルの下，第 9章でCRRA効用消費者の長期国際証券投資の有限時間問題，第
10章で相似拡大的頑健効用消費者の無限時間国際証券投資問題を考察する．最後に，第 11

章で，結論と今後の課題を述べる．
尚，本論文は，指導教員である楠田教授と菊池准教授との共同研究の成果であり，筆者単

独の成果ではない．しかし，30カ月弱の長きに亘った本研究において各共同研究者の貢献
箇所を峻別することは非常に困難であったことに加え，かかる峻別のための記載が既に相当
程度の分量となっている本論文の読者を当惑させることも考慮し，各章において，共同研究
論文を参照する形で，共同研究の成果である本論文を筆者の博士論文として公表させて頂い
た次第である．

3



2. アフィン潜在ファクター証券市場モデル

本章では，アフィン潜在ファクター証券市場モデルを紹介し，同モデル下の無裁定証券価
格過程の従う確率微分方程式と消費者の予算制約式を示す．2

2.1. アフィン潜在ファクター証券市場モデル

無限連続時間の摩擦の無い証券市場経済を考察する．消費者共通の確率測度と情報構造は
完備フィルター付き確率空間 (Ω,F ,F,P)によりモデル化されている．ここで，F = (Ft)t∈[0,∞)

はN 次元標準ブラウン運動Bによって生成される自然なフィルター付けである．期待値作
用素を E，Ftの下での期待値作用素を Etと表記する．
市場では，1種類の消費財，短期債（以下，適宜「短期安全証券」と呼ぶ），「中長期安全

証券」としての満期までの期間が最長 τ̄，額面が 1単位の消費財，任意の満期の信用リスク
の無い割引物価連動債（以下，「物価連動債」と呼ぶ），J種類の非債券の主要指数（株式指
数，REIT指数等）が任意の時点で取引されている．
以下では，消費財を価値基準財とし，諸証券の価格を実質価格で表示する．短期債の実質

価格をPt，満期 T の物価連動債の実質価格をP T
t ，非債券の主要指数の配当込みの実質価格

を Sj
t と表記する．また，行列，もしくはベクトルAの転置をA′と表記する．
本稿では，一般性の高い，アフィン潜在ファクター証券市場モデルを仮定する．

仮定 2.1. N 次元潜在ファクターXtは次の確率過程に従う．

dXt = K(θ −Xt) dt+ Σ dBt, (2.1)

ここで，θはN × 1定数ベクトル，K,Σは N × N 定数行列である．また，Kは次のよう
に対角化可能な正値行列である．

L = Q−1KQ =


l1 0 · · · 0

0 l2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · lN

 , (2.2)

ここで，l1, l2, · · · , lN > 0であることに留意．
物価連動債の実質価格 (実質金利の期間構造）については，潜在ファクターXtのアフィ

ン・モデル（Duffie and Kan [17]）を仮定し，非債券の主要指数については，Mamaysky [31]

の提案したアフィン型モデルにおいて非定常項を捨象したモデルを仮定する．
仮定 2.2. 1. リスクの市場価格Λt，瞬間的スポット・レート rtは，潜在ファクターXtの

アフィン関数である．
Λt = λ+ ΛXt, (2.3)

rt = r0 + r′Xt, (2.4)

ここで，r0は定数，λ, rはN ×1定数ベクトル，Λは N ×N定数行列であり，K+ΣΛ

は正則である．

2. 非債券の主要指数の配当過程Dj
t は潜在ファクターXtの次式で表される関数である．

Dj
t = (d0j + d′jXt) exp(b0jt+ b′jXt). (2.5)

ここで，d0j, b0jは定数，dj, bjはN × 1定数ベクトルである．

2本章は，バトボルド他 [6]の研究成果である．
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2.2. 証券価格過程

以下では，物価連動債の満期までの期間を τ = T − t，N ×N 単位行列を IN と表記する．
補題 2.1. 仮定 2.1・2.2の下，諸証券の無裁定実質価格過程は次を満たしている．

dPt

Pt

= rt dt, P0 = 1. (2.6)

dP T
t

P T
t

= (rt + b(τ)′ΣΛt) dt+ b(τ)′Σ dBt, P T
T = 1, (2.7)

ここで，b(τ)は次式で与えられている．

b(τ) = (K + ΣΛ)′−1
(
e−τ(K+ΣΛ)′ − IN

)
r. (2.8)

dSj
t

Sj
t

=
(
rt + b′jΣΛt

)
dt+ b′jΣ dBt, (2.9)

ここで，bjは次式で与えられている．

bj = (K + ΣΛ)′−1(dj − r). (2.10)

証明. 標準ブラウン運動Btとリスクの市場価格Λtにより，

B̃t = Bt +

∫ t

0

Λs ds, (2.11)

で定義される確率過程 B̃tは，Girsanovの定理より，リスク中立確率測度下の標準ブラウン
運動である．よって，リスク中立確率測度の下で，潜在ファクターの確率微分方程式は，

dXt = (K(θ −Xt)− ΣΛt) dt+ Σ dB̃t

= {Kθ − Σλ− (K + ΣΛ)Xt} dt+ Σ dB̃t,

と表現される．
今，物価連動債 P T を rtの上に書かれた派生資産とみなすと，rtはXtのアフィン関数な

ので，滑らかな関数 f(Xt, t)により，

P T
t = f(Xt, t), (2.12)

と表される．このとき，無裁定条件から，f は次の偏微分方程式の解となっていることが示
される．

ft + {Kθ −Σλ− (K +ΣΛ)Xt}′fX +
1

2
tr[ΣΣ′fXX ]− (r0 + r′Xt)f = 0, f(XT , T ) = 1.

(2.13)

一方，本モデルはアフィン・モデルなので，τ = T − tとおくと，上記偏微分方程式の解
f は滑らかな関数 b0(τ), b(τ)によって

f(Xt, t) = eb0(τ)+b(τ)′Xt , (b0(0), b(0)) = (0, 0), (2.14)
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と書けることが示される．まず，上式を対数微分して P T
t の確率微分方程式を導出すると，

(2.7)式を得る．次に，(2.14)式に偏微分を施し，(2.13)式に代入すると，次式を得る．

−db0(τ)

dτ
−db(τ)′

dτ
Xt+b(τ)′{Kθ−Σλ−(K+ΣΛ)Xt}+

1

2
b(τ)′ΣΣ′b(τ)−(r0+r′Xt) = 0. (2.15)

(2.15)式はXtの恒等式であるから，Xtの係数を整理すると，次式を得る．

db(τ)

dτ
= −(K + ΣΛ)′b(τ)− r, b(0) = 0. (2.16)

上式を定数変化法で解いて，(2.8)式を得る．
非債券の第 j 指数を S̃j

t と表記する．このとき，Mamaysky [31] より，S̃j
t は次式で表さ

れる．
S̃j
t = exp(b0jt+ b′jXt). (2.17)

配当率過程は次式となる．
Dj

t

S̃j
t

= (d0j + d′jXt). (2.18)

(2.17)(2.18)両式より，配当込み指数に関する無裁定条件から，次式を得る．

b0j + b′j{Kθ − Σλ− (K + ΣΛ)Xt}+
1

2
b′jΣΣ

′bj + (d0j + d′jXt)− (r0 + r′Xt) = 0. (2.19)

(2.19)式はXtの恒等式であるから，Xtの係数を整理すると，(2.10)式を得る．

2.3. 予算制約式

非債券の主要指数に対する投資比率を Φj
t と表記する．また，物価連動債については，任

意の満期の物価連動債を投資対象としているため，富に対する投資比率密度過程が最適化の
対象となる．そこで，物価連動債の富に対する投資比率密度過程を φt(τ)と表記する 3．以
下では，次の記法を用いる．

Ψt = Σ′

(∫ τ̄

0

φt(τ)b(τ) dτ +
J∑

j=1

Φj
tbj

)
. (2.20)

以下，Ψtを「投資過程」ないしは「投資」と略称する．
このとき，予算制約式が次の補題で示される．

補題 2.2. 投資過程 Ψtと消費率過程 ctを所与とする．このとき，仮定 2.1・2.2の下，富過
程Wtは次の予算制約式を満たす．

dWt = {Wt (rt + Ψ ′
tΛt)− ct} dt+WtΨ

′
t dBt. (2.21)

留意点 2.1. 予算制約式 (2.21)は，投資 Ψtが大きくなるにつれて，富の実質収益率のリス
クを高める一方，リスクの市場価格に比例して富の実質期待超過収益率を高めることを示し
ている．すなわち，リスクの市場価格は，全消費者共通の単位投資リスク当たりの対価であ
ることを示している．

3ある特定の満期の物価連動債の投資比率自体を非零とする投資を認めるため，許容される関数 φの空間は
超関数を含む関数空間とする．
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証明. 本稿では，消費財を価値基準財とする実質証券価格を対象としてきたが，ここではま
ず，名目価格を対象とする．すなわち，満期までの期間 τ の物価連動債の名目価格を P̃t(τ)，
主要指数の配当込みでない名目価格を S̃∗j

t と表記する．また，ある拡散過程に従う一般物価
過程を ptと表記する．
短期債，物価連動債，主要指数から組成されるポートフォリオを (ϑ, (ϑ(τ)), (ϑ∗j))とする

と，富の名目価値 W̃tは次式で表現される．

W̃t = ϑtP̃t +

∫ τ̄

0

ϑt(τ)P̃t(τ)dτ +
J∑

j=1

ϑ∗j
t S̃∗j

t . (2.22)

このとき，配当込み主要指数のポートフォリオは，

ϑj
t =

S̃∗j
t

S̃j
t

ϑ∗j
t , (2.23)

で定義され，配当込み主要指数の名目収益率と主要指数の名目収益率の間に，

dS̃j
t

S̃j
t

=
dS̃∗j

t

S̃∗j
t

+ D̃j
tdt, (2.24)

が成り立っていることに注意すると，所与のctの下，自己資金充足的ポートフォリオ (ϑ, (ϑ(τ)),

(ϑ∗j))は，次式を満たしている．

dW̃t

W̃t

=
1

W̃t

{
ϑtdP̃t +

∫ τ̄

0

ϑt(τ)dP̃t(τ)dτ +
J∑

j=1

ϑ∗j
t

(
dS̃∗j

t + D̃j
t S̃

∗j
t dt

)
− ptctdt

}

=
ϑtP̃t

W̃t

dP̃t

P̃t

+

∫ τ̄

0

ϑt(τ)P̃t(τ)

W̃t

dP̃t(τ)

P̃t(τ)
dτ +

J∑
j=1

ϑj
t S̃

j
t

W̃t

(
dS̃∗j

t

S̃∗j
t

+ D̃j
tdt

)
− ct

Wt

dt

=

(
1−

∫ τ̄

0

φt(τ)dτ −
J∑

j=1

Φj
t

)
dP̃t

P̃t

+

∫ τ̄

0

φt(τ)
dP̃t(τ)

P̃t(τ)
dτ +

J∑
j=1

Φj
t

dS̃j
t

S̃j
t

− ct
Wt

dt.

このとき，各証券の名目収益率の項に，

dS̃j
t

S̃j
t

=
dSj

t

Sj
t

+
dpt
pt

+

(
dSj

t

Sj
t

)(
dpt
pt

)
,

等を代入し整理すると，次式が導かれる．

dWt

Wt

=
dW̃t

W̃t

− dpt
pt

−
(
dWt

Wt

)(
dpt
pt

)
=

(
1−

∫ τ̄

0

φt(τ)dτ −
J∑

j=1

Φj
t

)
dPt

Pt

+

∫ τ̄

0

φt(τ)
dPt(τ)

Pt(τ)
dτ +

J∑
j=1

Φj
t

dSj
t

Sj
t

− ct
Wt

dt.

上式に，(2.6)(2.7)(2.9)式を代入し，整理すると，(2.21)式を得る．

予算制約式 (2.21)は，富過程が u = (c, Ψ)で決定されることを示しており，消費者の効用
最大化問題における制御過程はut = (ct, Ψt)であることが分かる．状態過程をXt = (Wt, Xt)

′

と表記する．W0 > 0とする．予算制約式 (2.21)を満たす制御過程 ut = (ct, Ψt)を初期状態
X0 = (W0, X

′
0)

′に対する許容的制御と呼び，許容的制御の集合を B(X0)と表記する．
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3. CRRA効用消費者の有限時間証券投資問題

本章では，CRRA効用消費者の有限時間証券投資問題に対し，Liu [29]の準解析解構成法
を応用して準解析解を導出する．4

3.1. 有限時間のCRRA効用と最適化問題

仮定 3.1. 消費者は次の相対的リスク回避度一定効用を予算制約式 (2.21)の下で最大化する．

U(c) = E

[∫ T

0

α e−βt c
1−γ
t

1− γ
dt+ (1− α) e−βT W

1−γ
T

1− γ

]
. (3.1)

このとき，「富を含む状態変数に対する広義の間接効用関数」J（以下，「間接効用関数」と
呼ぶ）が次式で定義される．

J(t,Xu
t ) = Et

[∫ T

t

α e−βs c1−γ
s

1− γ
ds+ (1− α) e−βT W

1−γ
T

1− γ

]
, ∀t ∈ [0, T ]. (3.2)

消費と投資の最適化問題と価値関数 V (X0)が次式で定義される．

V (X0) = sup
u∈B(X0)

J(0,X0). (3.3)

3.2. 最適消費・投資の準解析解

HJB方程式から推測された価値関数を構成する未知関数G(t,Xt)の偏微分方程式を導出
した後，同方程式に Liu [29]の準解析解構成法を適用して，解の関数形を特定し，同関数の
未知係数群の常微分方程式を導出する．さらに，同方程式を解いて，最適消費・投資の準解
析解を導出する．

3.2.1. 間接効用関数の偏微分方程式の導出

HJB方程式は次式のように表される．

sup
u∈B(X0)

{
Jt(t,Xu) +

(
Wt (rt + Ψ ′

tΛt)− ct
K(θ −Xt)

)′(
JW (t,Xu)

JX(t,Xu)

)

+
1

2
tr

[(
WtΨ

′
t

Σ

)(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
JWW (t,Xu) JWX(t,Xu)

JXW (t,Xu) JXX(t,Xu)

)]
+ α e−βt c

1−γ
t

1− γ

}
= 0, (3.4)

s.t. J(T,Xu
T ) = (1− α) e−βT W

1−γ
T

1− γ
.

HJB方程式における最大化の必要条件から制御変数の最適解 u∗ = (c∗, Ψ ∗)は次式を満た
している．

c∗t = α
1
γ e−

β
γ
tJ

− 1
γ

W , (3.5)

Ψ ∗
t =

πt

W ∗2
t JWW

, (3.6)

ここで，W ∗
t は予算制約式 (2.21)に最適制御 u∗ = (c∗, Ψ ∗)を代入して得られる最適富過程で，

πt = −W ∗
t {JWΛt + Σ′JXW} . (3.7)

4本章は，バトボルド他 [9]の研究成果である．
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留意点 3.1. 最適制御は，次式のように，2項の和に分解される．

Ψ ∗
t = − JW

W ∗
t JWW

Λt − Σ′ JXW

W ∗
t JWW

. (3.8)

第 1項は，状態過程 Xt の変動に起因する限界間接効用の変動リスクを考慮せず，リスク
資産投資の報酬であるリスクの市場価格を近視眼的に追及する項であり，「近視眼的需要項
（myopic demand）」と呼ばれている．第 2項は，状態過程Xtの変動に起因する限界間接効
用の変動リスクに保険を掛ける項であり，「保険需要項（hedging demand）」と呼ばれている．
最適消費 (3.5)式と最適投資 (3.6)式をHJB方程式 (3.4)に代入し，

W ∗
t JWΛ′

tΨ
∗
t +

1

2
tr

[(
W ∗

t (Ψ
∗
t )

′

Σ

)(
W ∗

t (Ψ
∗
t )

′

Σ

)′(
JWW JWX

JXW JXX

)]
=

1

2
tr [ΣΣ′JXX ]−

π′
tπt

2W ∗2
t JWW

,

(3.9)

に注意して整理すると，次の間接効用関数 J に関する偏微分方程式が得られる．

Jt +
1

2
tr [ΣΣ′JXX ]−

π′
tπt

2W ∗2
t JWW

+W ∗
t rtJW + {K(θ −Xt)}′JX +

γ

1− γ
c∗tJW = 0. (3.10)

上記偏微分方程式から間接効用関数 J は未知関数G(t,Xt)を用いて次の関数形で表される
と推測される．

J(t,Xt) = e−βtW
1−γ
t

1− γ

(
G(t,Xt)

)γ
. (3.11)

従って，HJB方程式左辺の最大化の十分条件が満たされることは，次式で表されるHessian

Hが任意の制御変数 (c, Ψ) ∈ R+ × RN に対し負定符号であることで確認できる．

H =


−αγe−βtc−γ−1 0 · · · 0

0 −γe−βt(W ∗
t )

1−γ
(
G(Xt)

)γ · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · −γe−βt(W ∗
t )

1−γ
(
G(Xt)

)γ
 .

(3.12)

間接効用関数 J に偏微分を施し，(3.5)(3.6)式に代入し，偏微分結果とともに偏微分方程
式 (3.10)に代入すると，次の命題を得る．
命題 3.1. 仮定 2.1・2.2・3.1の下，本問題 (3.3)の価値関数，最適消費，最適投資は，それ
ぞれ (3.11)式，(3.13)式，(3.15)式で表される．ここで，G(t,Xt)は偏微分方程式 (3.16)の
解である．

c∗t = α
1
γ
W ∗

t

G
, (3.13)

ここで，

W ∗
t = W0 exp

(∫ t

0

(
rs + (Ψ ∗

s )
′Λs −

α
1
γ

G(Xs)
− 1

2
(Ψ ∗

s )
′Ψ ∗

s

)
ds+ (Ψ ∗

s )
′ dBs

)
, (3.14)

Ψ ∗
t =

1

γ
Λt + Σ′GX

G
, (3.15)

Gt + LG+ α
1
γ = 0, G(T,XT ) = (1− α)

1
γ ,

(3.16)
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ここで，Lは次式で定義される線形微分作用素である．

LG =
1

2
tr [ΣΣ′GXX ] +

(
K(θ −X)− γ − 1

γ
Σ(λ+ ΛX)

)′

GX

−
(
γ − 1

2γ2
(λ+ ΛX)′(λ+ ΛX) +

γ − 1

γ
rt +

β

γ

)
G. (3.17)

留意点 3.2. (3.14)式より，最適富過程は常に正であることが確認できる．また，G(Xt)も
常に正であることが後に示されることから，(3.13)式より，最適消費過程も常に正であるこ
とが確認される．
留意点 3.3. 最適投資 (3.15)式は次式のように変形できる．

Ψ ∗
t =

1

γ
Λt +

(
1− 1

γ

)
γ

γ − 1
Σ′GX

G
, (3.18)

上式第 2項に現れる，
γ

γ − 1
Σ′GX(Xt)

G(Xt)
, (3.19)

については，Campbell and Viceira [15]の第 3章では，危険資産の収益率と将来の短期金利
の期待割引現在価値との共分散を危険資産の標準偏差で除して負としたものとして表現さ
れている．これは，危険資産の収益率と将来の短期金利が異なる向きに動くと予想される
場合，従って，投資収益率の基盤である短期金利の低下リスクに対する保険として危険資
産が機能する場合，保険需要項は正となることを示している．すなわち，(3.19)で表される
項は「将来の短期金利低下リスクに対する投資の保険価値」と解釈できる．(3.18)式では，
CRRA効用消費者の最適投資が，単位投資リスク当たりの対価を相対的危険許容度（相対
的危険回避度の逆数）で，状態変数の変化に伴う将来の短期金利低下リスクに対する投資
の保険価値を「1−相対的危険許容度」で重み付けた加重平均として表されている．これは，
相対的危険回避度が，単位投資リスク当たりの対価を相対的に低く評価する一方，状態変数
の変化に伴う将来の短期金利低下リスクに対する投資の保険価値を相対的に高く評価する
度合であることを示している．

証明. まず，最適消費は，

c∗t = α
1
γ e−

β
γ
tJ

− 1
γ

W = α
1
γ e−

β
γ
t
{
e−βt(W ∗

t )
−γGγ

}− 1
γ = α

1
γ
W ∗

t

G
.

従って，上式と最適投資を予算制約式 (2.21)に代入し，伊藤の補題を適用して解くと，最適
富 (3.14)式を得る．
次に，J に偏微分を施すと，次の式群を得る．

Jt = −βJ + γJ
Gt

G
, WJW = (1− γ)J, JX = γ J

GX

G
,

W 2JWW = −γ(1−γ)J, WJXW = γ(1−γ)J
GX

G
, JXX = γ J

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
.

間接効用関数 Jの偏微分結果より，最適投資 (3.6)式右辺の分子・分母は次のように表さ
れる．

πt = (γ − 1)J

(
Λt + γΣ′GX

G

)
, (3.20)
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W 2
t JWW = γ(γ − 1)J. (3.21)

ゆえに，最適投資 (3.6)式に (3.20)(3.21)式を代入すると，(3.15)式を得る．
間接効用関数 J の偏微分方程式 (3.10)における第 2・第 3項は，(3.20)(3.21)式を代入し

整理すると，次式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′JXX ]−

π′
tπt

2W 2
t JWW

=
γ

2
J tr

[
ΣΣ′

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}]
− γ − 1

2γ
J

(
Λt + γΣ′GX

G

)′(
Λt + γΣ′GX

G

)
= J

{
γ

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
− γ − 1

2γ
Λ′

tΛt − (γ − 1)Λ′
tΣ

′GX

G

}
. (3.22)

偏微分方程式 (3.10)における第 6項は，(3.5)式を代入し整理すると，

γ

1− γ
c∗tJW =

γ

1− γ
α

1
γ
W ∗

t

G
(1− γ)

J

G
= γα

1
γ
J

G
, (3.23)

を得る．
(3.22)(3.23)式等を偏微分方程式 (3.10)に代入し，両辺を γJで除して整理すると，(3.16)

式が得られる．

3.2.2. 準解析解の導出

偏微分方程式 (3.16)は非斉次項α
1
γ を含んでおり，解析解の導出を困難にしている．Liu [29]

は，同方程式の非斉次項を捨象した斉次偏微分方程式 (3.24)の初期値問題の解析解を利用
した準解析解構成法を提示しているので，我々も同構成法により準解析解を導出する．

∂

∂τ
g(τ,X) = Lg(τ,X), g(0, X) = 1, (3.24)

ここで，τ = T − tである．
偏微分方程式 (3.24)の解は次式で表される．

g(τ,X) = exp

(
a0(τ) + a(τ)′X +

1

2
X ′A(τ)X

)
, (3.25)

ここで，A(τ)は対称行列であり，係数体系 (a0(τ), a(τ), A(τ))は (3.25)式を (3.24)式に代
入した後に現れるXに関する恒等式 (3.27)から導かれる常微分方程式 (3.28)-(3.30)の解と
なる．
このとき，微分作用素 Lの線形性により，偏微分方程式 (3.16)の解析解を次式で表現で

きる．

G(t,X) = α
1
γ

∫ T−t

0

g(s,X) ds+ (1− α)
1
γ g(T − t,X). (3.26)

(3.25)式の関数 gに偏微分を施し，偏微分方程式 (3.24)に代入すると，次式を得る．

d

dτ
a0(τ) +X ′ d

dτ
a(τ) +

1

2
X ′ d

dτ
A(τ)X =

1

2
tr
[
ΣΣ′(aa′ + A+ aX ′A+ AXa′ + AXX ′A)

]
+

{
Kθ − γ − 1

γ
Σλ−

(
K +

γ − 1

γ
ΣΛ

)
X

}′

(a+ AX)

−
(
γ − 1

2γ2
(λ′λ+ 2λ′ΛX +X ′Λ′ΛX) +

γ − 1

γ
(r0 + r′X) +

β

γ

)
. (3.27)
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上式はXに関する恒等式なので，次の (a0, a, A)に関する常微分方程式が導出される．

d

dτ
a0(τ) =

1

2
a(τ)′ΣΣ′a(τ) +

1

2
tr[ΣΣ′A(τ)] +

(
Kθ − γ − 1

γ
Σλ

)′

a(τ)

−
(
γ − 1

2γ2
λ′λ+

γ − 1

γ
r0 +

β

γ

)
, a0(0) = 0. (3.28)

d

dτ
a(τ) =

{
A(τ)ΣΣ′ −

(
K +

γ − 1

γ
ΣΛ

)′}
a(τ) + A(τ)

(
Kθ − γ − 1

γ
Σλ

)
−
(
γ − 1

γ2
Λ′λ+

γ − 1

γ
r

)
, a(0) = 0, (3.29)

d

dτ
A(τ) = A(τ)ΣΣ′A(τ)− 2

(
K +

γ − 1

γ
ΣΛ

)′

A(τ)− γ − 1

γ2
Λ′Λ, A(0) = 0. (3.30)

留意点 3.4. 本問題の解は，一般に潜在ファクターの 2次の項に依存しているが，(3.30)式
から明らかな通り，2次の項の係数 A(τ)は，リスクの市場価格が一定の場合（Λ = 0），
A(τ) = 0となり，消滅する．すなわち，本問題の解が潜在ファクターの 2次の項に依存する
のは，リスクの市場価格を潜在ファクターのアフィン関数と仮定したことに起因している．
次の記法を用いる．

a∗t (Xt) =

∫ T−t

0
α

1
γ g(s,Xt)a(s) ds+ (1− α)

1
γ g(T − t,Xt)a(T − t)

α
1
γ
∫ T−t

0
g(s,Xt) ds+ (1− α)

1
γ g(T − t,Xt)

, (3.31)

A∗
t (Xt) =

∫ T−t

0
α

1
γ g(s,Xt)A(s) ds+ (1− α)

1
γ g(T − t,Xt)A(T − t)

α
1
γ
∫ T−t

0
g(s,Xt) ds+ (1− α)

1
γ g(T − t,Xt)

. (3.32)

このとき，次の命題を得る．
命題 3.2. 仮定 2.1・2.2・3.1の下，本問題 (3.3)の最適消費および最適投資は次を満たして
いる．

c∗t =
α

1
γW ∗

t

α
1
γ
∫ T−t

0
g(s,X) ds+ (1− α)

1
γ g(T − t,X)

, (3.33)

ここで，W ∗
t は (3.14)式で表されている．

Ψ ∗
t =

1

γ
(λ+ ΛXt) + Σ′(a∗t (Xt) + A∗

t (Xt)Xt

)
, (3.34)

ここで，(a0, a, A)は (3.35)-(3.37)式で表され，Aは対称行列である．

a0(τ) =

∫ τ

0

{
1

2
a(s)′ΣΣ′a(s) +

1

2
tr[ΣΣ′A(s)] +

(
Kθ − γ − 1

γ
Σλ

)′

a(s)

−
(
γ − 1

2γ2
λ′λ+

γ − 1

γ
r0 +

β

γ

)}
ds, (3.35)
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a(τ) = exp

(∫ τ

0

{
A(s)ΣΣ′ −

(
K +

γ − 1

γ
ΣΛ

)}
ds

)
×
∫ τ

0

{
A(s)

(
Kθ − γ − 1

γ
Σλ

)
−
(
γ − 1

γ2
Λ′λ+

γ − 1

γ
r

)}
e
∫ s
0 (−A(t)ΣΣ′+K+ γ−1

γ
ΣΛ)dtds,

(3.36)

A(τ) = C2(τ)C
−1
1 (τ), (3.37)

ここで， (
C1(τ)

C2(τ)

)
= exp

τ

K + γ−1
γ
ΣΛ −ΣΣ′

−γ−1
γ2 Λ′Λ −

(
K + γ−1

γ
ΣΛ
)′
(IN

0N

)
, (3.38)

ここで，0N はN ×N 零行列である．
留意点 3.5. 相対的リスク許容度が 1の場合，常微分方程式 (3.29)(3.30)より，(a,A) = (0, 0)

となるので，これを (3.31)(3.32)両式に代入すると，(a∗, A∗) = (0, 0)となる．従って，(3.34)
式で表される最適投資の第 2項である保険需要項は消滅する．
留意点 3.6. 準解析解が導出されたので，最適消費・富比率とリスク資産の最適投資比率が，
非終端効用に対する加重α，相対的リスク許容度 1/γ，状態変数Xt，投資残存期間 τ の変化
に伴い，いかなる変化を示すのか，比較静学が望まれる．
これらのうち，最適消費・富比率が非終端効用に対する加重 αの増加関数であることは，

α ∈ (0, 1)で，

∂

∂α

c∗t
W ∗

t

=
∂

∂α

{∫ T−t

0

g(s,X) ds+

(
1− α

α

) 1
γ

g(T − t,X)

}−1

=
1

α2γ

(
1− α

α

) 1
γ
−1

g(T − t,X)

{∫ T−t

0

g(s,X) ds+

(
1− α

α

) 1
γ

g(T − t,X)

}−2

> 0,

(3.39)

から直ちに判明する．しかし，状態変数と最適消費・富比率の関係については，

∂

∂Xt

c∗t
W ∗

t

= −α
1
γ
GX(Xt)

G2(Xt)
, (3.40)

と偏導関数は導かれ，保険需要項の符号と関係付けられることは示されているものの，符号
は判明しない．そして，相対的リスク許容度と最適消費・富比率の関係については，最適消
費・富比率が (a0, a, A)の関数であり，(a0, a, A)が相対的リスク許容度の複雑な関数となって
いるため，解析的な比較静学は容易ではない．最適投資比率についても，同比率が (a∗t , A

∗
t )

の関数であり，(a∗t , A
∗
t )が投資期間，非終端効用に対する加重，相対的リスク許容度，状態

変数の複雑な関数となっており，解析的な比較静学は困難である．

証明. a0(τ)，a(τ)がそれぞれ (3.35)式，(3.36)式で表されることは容易に確認できるので，
A(τ)が (3.37)(3.38)式で表されることを証明する．
まず，A(τ)の転置行列を微分すると，A(τ)の対称性から次の常微分方程式を得る．

d

dτ
A(τ) = A(τ)ΣΣ′A(τ)− 2A(τ)

(
K +

γ − 1

γ
ΣΛ

)
− γ − 1

γ2
Λ′Λ, A(0) = 0. (3.41)
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(3.30)式と (3.41)式の両辺を辺々加え，2で除すると，常微分方程式 (3.30)は次のRiccati型
微分方程式に帰着される．

d

dτ
A(τ) = A(τ)ΣΣ′A(τ)−

(
K +

γ − 1

γ
ΣΛ

)′

A(τ)− A(τ)

(
K +

γ − 1

γ
ΣΛ

)
− γ − 1

γ2
Λ′Λ, A(0) = 0. (3.42)

ここからは，有本 [3]定理 5.2に沿って証明する．N ×Nの行列C1(τ)，C2(τ)に関する線
形微分方程式の初期値問題を考察する．

d

dτ

(
C1(τ)

C2(τ)

)
=

K + γ−1
γ
ΣΛ −ΣΣ′

−γ−1
γ2 Λ′Λ −

(
K + γ−1

γ
ΣΛ
)′
(C1(τ)

C2(τ)

)
,

(
C1(τ)

C2(τ)

)
=

(
IN
0N

)
.

(3.43)

線形微分方程式 (3.43)の解は (3.38)式で表される．C1(τ)は正則であることが証明できる 5

ので，A(τ)を (3.37)式で定義する．次の記法を用いる．

K̃ = K +
γ − 1

γ
ΣΛ (3.44)

このとき，
d

dτ
C−1

1 (τ) = −C−1
1 (τ)

{
d

dτ
C1(τ)

}
C−1

1 (τ) (3.45)

となることに注意すると，

d

dτ
A(τ) =

{
d

dτ
C2(τ)

}
C−1

1 (τ) + C2(τ)
d

dτ
C−1

1 (τ)

=

(
−γ − 1

γ2
Λ′ΛC1(τ)− K̃ ′C2(τ)

)
C−1

1 (τ)− A(τ)
(
K̃C1(τ)− ΣΣ′C2(τ)

)
C−1

1 (τ)

= A(τ)ΣΣ′A(τ)− K̃ ′A(τ)− A(τ)K̃ − γ − 1

γ2
Λ′Λ,

となり，A(τ)が Riccati型微分方程式 (3.42)を満たしていることを確認できる．A(τ)の一
意性は，有本 [3]定理 5.2の証明を参照せよ．最後に，A(τ)の対称性は，Riccati型微分方程
式 (3.42)および初期値の転置をとったとき，A(τ)′に関して同一の式が得られるので，解の
一意性からA(τ)′ = A(τ)でなければならないことによる．

3.3. 最適投資比率の典型例

標準ブラウン運動がN 次元で，非債券の主要指数が J 種類なので，物価連動債について
は，I(= N − J)群の投資対象を設定することにより，最適投資比率を決定できる．そこで，
典型的な物価連動債投資戦略として，物価連動債投資比率密度，物価連動債投資比率をそれ
ぞれ対象とする投資戦略を取り上げ，各戦略における最適投資比率を示す．

5有本 [3]定理 5.2の証明を参照せよ．
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3.3.1. 物価連動債投資比率密度を対象とする投資戦略

物価連動債の満期までの期間を I群に区分し，各時点において各区分への投資比率密度を
一定とする投資戦略を消費者が採用する場合を考察する．説明の便宜上，τ0 = 0，τI = τ̄ と
表記し，物価連動債の満期までの期間を (τ0, τ1], (τ1, τ2], · · · , (τI−1, τI ]に区分する．また，投
資比率密度過程を (φ1

t , φ
2
t , · · · , φI

t )とするほか，次のように記法を定める．

Φ1t =

(
ΦP
1t

ΦS
1t

)
, B1 =

(
BP

1

BS
1

)
, (3.46)

ここで，

ΦP
1t =


φ1
t (τ1 − τ0)

φ2
t (τ2 − τ1)

...

φI
t (τI − τI−1)

 , ΦS
1t =


Φ1
t

Φ2
t
...

ΦJ
t

 , BP
1 =


(τ1 − τ0)

−1
∫ τ1
τ0

b(τ)′dτ

(τ2 − τ1)
−1
∫ τ2
τ1

b(τ)′dτ
...

(τI − τI−1)
−1
∫ τI
τI−1

b(τ)′dτ

 , BS
1 =


b′1
b′2
...

b′J

 .

このとき，(2.20)式および (3.34)式より，最適投資比率 Φ∗
1tは次式で表される．

Φ∗
1t =

1

γ
(Σ′B′

1)
−1(λ+ ΛXt) + (B′

1)
−1
(
a∗t (Xt) + A∗

t (Xt)Xt

)
. (3.47)

なお，短期安全証券への最適投資比率は 1−
∑I

i=1 φ
∗i
t (τi − τi−1)−

∑J
j=1 Φ

∗j
t である．

3.3.2. 物価連動債投資比率を対象とする投資戦略

消費者が I 種類の一定満期の物価連動債を投資対象とする戦略を採用する場合を考察す
る．投資対象物価連動債の満期を 0 < τ1 < τ2 < · · · < τI ≤ τ̄ とし，各満期の物価連動債へ
の投資比率を Φ1

P , Φ
2
P , · · · , ΦI

P とする．次のように記法を定める．

Φ2t =

(
ΦP
2t

ΦS
2t

)
, B2 =

(
BP

2

BS
2

)
, (3.48)

ここで，

ΦP
2t =


Φ1
Pt

Φ2
Pt
...

ΦI
P t

 , ΦS
2t =


Φ1
t

Φ2
t
...

ΦJ
t

 , BP
2 =


b(τ1)

′

b(τ2)
′

...

b(τI)
′

 , BS
2 =


b′1
b′2
...

b′J

 .

このとき，(2.20)式および (3.34)式より，最適投資比率 Φ∗
2tは次式で表される．

Φ∗
2t =

1

γ
(Σ′B′

2)
−1(λ+ ΛXt) + (B′

2)
−1
(
a∗t (Xt) + A∗

t (Xt)Xt

)
. (3.49)

なお，短期安全証券への最適投資比率は 1−
∑I

i=1 Φ
∗i
P t −

∑J
j=1 Φ

∗j
t である．
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4. CRRA効用消費者の無限時間証券投資問題

本章では，CRRA効用消費者の無限時間証券投資問題考察する．本無限時間最適化問題
では，Liu [29]の準解析解構成法を適用できないので，近似解析解を導出する．6

4.1. 無限時間のCRRA効用と最適化問題

仮定 4.1. 消費者は次のCRRA効用を予算制約式 (2.21)の下で最大化する．

U(c) = E

[∫ ∞

0

e−βt c
1−γ
t

1− γ
dt

]
. (4.1)

間接効用関数が次式で定義される．

J(Xt) = E

[∫ ∞

0

e−βt c
1−γ
t

1− γ
dt

]
, ∀t ≥ 0. (4.2)

このとき，消費と投資の最適化問題と価値関数 V (X0)が次式で定義される．

V (X0) = sup
u∈B(X0)

J(X0). (4.3)

4.2. 近似解析解の導出

HJB方程式から推測された間接効用関数を構成する未知関数G(Xt)の偏微分方程式を導
出した後，同方程式の非斉次項をCampbell and Viceira [15]，楠田 [25]の技法で近似して，
近似解析解を導出する．

4.2.1. 価値関数の偏微分方程式の導出

HJB方程式は次式のように表される．

sup
u∈B(X0)

{(
Wt (rt + Ψ ′

tΛt)− ct
K(θ −Xt)

)′(
JW
JX

)

+
1

2
tr

[(
WtΨ

′
t

Σ

)(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
JWW JWX

JXW JXX

)]
− βJ +

c1−γ
t

1− γ

}
= 0, (4.4)

s.t. lim
T→∞

E[e−βTJ（XT )] = 0.

HJB方程式における最大化の必要条件から制御変数の最適解 u∗ = (c∗, Ψ ∗)は次式を満た
している．

c∗t = V
− 1

γ

W , (4.5)

Ψ ∗
t =

πt

W ∗2
t VWW

, (4.6)

ここで，W ∗
t は最適制御 u∗により達成される富過程であり，πtは (3.7)式で与えられている．

最適消費 (4.5)式と最適投資 (4.6)式をHJB方程式 (4.4)に代入し，

WtVWΛ′
tΨ

∗
t +

1

2
tr

[(
Wt(Ψ

∗
t )

′

Σ

)(
Wt(Ψ

∗
t )

′

Σ

)′(
VWW VWX

VXW VXX

)]
=

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π′
tπt

2W ∗2
t VWW

,

(4.7)

6本章は，バトボルド他 [6]の研究成果である．
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に注意して整理すると，次の価値関数 V に関する偏微分方程式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π′
tπt

2W ∗2
t VWW

+W ∗
t rtVW + {K(θ −Xt)}′VX +

γ

1− γ
V

1− 1
γ

W − βV = 0. (4.8)

上記偏微分方程式から価値関数 V はXtの未知関数G(Xt)を用いて次の関数形で表される
と推測される．

V (Xt) =
W 1−γ

t

1− γ

(
G(Xt)

)γ
. (4.9)

価値関数 V に偏微分を施し，(4.5)(4.6)式に代入し，価値関数の偏微分結果とともに偏微
分方程式 (4.8)に代入すると，次の命題を得る．
命題 4.1. 仮定 2.1・2.2・4.1の下，本問題 (4.3)の価値関数，最適消費，最適投資は，それ
ぞれ (4.9)式，(4.10)式，(4.11)式で表される．ここで，G(Xt)は 2階の偏微分方程式 (4.12)

の解である．

c∗t =
Wt

G
, (4.10)

Ψ ∗
t =

1

γ
Λt + Σ′GX

G
, (4.11)

1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

{
K(θ −X)− γ − 1

γ
ΣΛt

}′
GX

G
+

1

G
−
(
γ − 1

2γ2
Λ′

tΛt +
γ − 1

γ
rt +

β

γ

)
= 0.

(4.12)

証明. まず，最適消費は，

c∗t = V
− 1

γ

W =

{(
G

W ∗
t

)γ}− 1
γ

=
W ∗

t

G
.

次に，価値関数 V に偏微分を施すと，次の式群を得る．

WtVW = (1− γ)V, VX = γ V
GX

G
, W 2

t VWW = −γ(1− γ)V,

WtVXW = γ(1− γ)V
GX

G
, VXX = γ V

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
.

価値関数の偏微分結果より，最適投資 (4.6)式右辺の分子・分母は次のように表される．

πt = (γ − 1)V

(
Λt + γΣ′GX

G

)
,　 (4.13)

W ∗2
t VWW = γ(γ − 1)V. (4.14)

ゆえに，最適投資 (4.6)式に (4.13)(4.14)式を代入すると，(4.11)式を得る．
価値関数の偏微分方程式 (4.8)における第 2項までは，(4.13)(4.14)式を代入し整理する

と，次式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π′
tπt

2W ∗2
t VWW

=
γ

2
V tr

[
ΣΣ′

{
GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}]
− γ − 1

2γ
V

(
Λt + γΣ′GX

G

)′(
Λt + γΣ′GX

G

)
= V

{
γ

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
− γ − 1

2γ
Λ′

tΛt − (γ − 1)Λ′
tΣ

′GX

G

}
. (4.15)
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間接効用関数の偏微分方程式 (4.8)における第 5項は，(4.5)式を代入し整理すると，

γ

1− γ
V

1− 1
γ

W = γ
V

W ∗

{(
G

W ∗

)γ}
− 1

γ = γ
V

G
, (4.16)

を得る．
(4.15)(4.16)式等を価値関数の偏微分方程式 (4.8)に代入し，両辺を γV で除して整理する

と，(4.12)式が得られる．

4.2.2. 偏微分方程式の解析解導出可能性

偏微分方程式 (4.12)は非斉次項 1/Gを含んでおり，解析解の導出を困難にしている．同
偏微分方程式の解法として，Liu [29]は，次の偏微分方程式の初期値問題の解析解が導出で
きることに着目した．

− ∂

∂τ
F (τ,X) + LF (τ,X) = 0, F (0, X) = 1. (4.17)

ここで，Lは次式で定義される線形微分作用素である．

LF =
1

2
tr [ΣΣ′FXX ] +

{
K(θ −Xt)−

γ − 1

γ
ΣΛt

}′

FX −
(
γ − 1

2γ2
Λ′

tΛt +
γ − 1

γ
rt +

β

γ

)
F.

(4.18)

偏微分方程式 (4.17)の解は，

F (τ,X) = exp

(
a0(τ) + a(τ)′X +

1

2
X ′A(τ)X

)
, (4.19)

と表現でき，係数体系 (a0(τ), a(τ), A(τ))は (4.19)式を (4.17)式に代入した後に現れるXに
関する恒等式から導かれる，初期条件 a0(0) = 0, a(0) = 0, A(0) = 0のRiccati方程式の解と
なる．
Kraft et al. [23]は，同解 F が次式の意味で可積分であれば，微分作用素Lの線形性によ

り，偏微分方程式 (4.12)の解析解を次式で表現できることを示している．

G(Xt) =

∫ ∞

0

F (τ,Xt) dτ =

∫ ∞

0

exp

(
a0(τ) + a(τ)′Xt +

1

2
X ′

tA(τ)Xt

)
dτ. (4.20)

しかし，Kraft et al. [23]は 2ファクターの特定の問題において可積分条件を提示している
に過ぎず，一般に可積分条件は非常に厳しい．本稿では，状態変数Xtが多次元 Ornstein-

Uhlenbeck過程に従っているので，定義域はRN であり，N ≥ 3を想定しているが，このと
き，上記 Riccati方程式の解として導出される係数体系 (a0(τ), a(τ), A(τ))が次の可積分条
件，∃α > 1 s.t.

lim
τ→∞

τα exp

(
a0(τ) + a(τ)′x+

1

2
x′A(τ)x

)
< ∞, ∀x ∈ RN , (4.21)

を満たすことは考え難く，本問題への適用は事実上不可能である．
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4.2.3. 偏微分方程式の非斉次項の対数線形近似

一方，偏微分方程式 (4.12)の数値解法についても，3変数以上の高次元の場合，有限差分
法等の数値解法を適用することは難しい．そこで本稿では，近似解析解の導出を検討する．
近似解析解導出法として，Campbell and Viceira [15]が，消費と 2証券投資の最適化問題

で常微分方程式の近似解析解を導出する際に適用した非斉次項の対数線形近似法に我々は着
目した．彼等は，(4.5)式より，非斉次項 1/G(Xt)が消費・富比率 c∗t/W

∗
t と等しく，同比率

が安定的であることに着目し，1/G(Xt)を E[log{c∗t/W ∗
t }]の周りで対数線形近似している．

但し，この場合，E[log{c∗t/W ∗
t }]は時間変数に依存する．そこで，楠田 [25]は一定値をとる

limt→∞ E[log{c∗t/W ∗
t }]の周りで対数線形近似を行っている．本稿も楠田 [25]に従って非斉

次項を次のように対数線形近似する．

1

G(Xt)
≈ g0 − g1 logG(Xt), (4.22)

ここで，

g0 = g1(1− log g1), (4.23)

g1 = exp
(
lim
t→∞

E
[
log
( c∗t
W ∗

t

)])
. (4.24)

関数Gの偏微分方程式 (4.12)における非斉次項 1/Gを (4.22)式で近似し，Λt，rtに，そ
れぞれ (2.3)式，(2.4)式を代入すると，次の近似偏微分方程式を得る．

1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

{
K(θ −Xt)−

γ − 1

γ
Σ(λ+ ΛXt)

}′
GX

G
− g1 logG

+ g0 −
γ − 1

2γ2
(λ+ ΛXt)

′(λ+ ΛXt)−
γ − 1

γ
(r0 + r′1Xt)−

β

γ
= 0. (4.25)

近似偏微分方程式 (4.25)の解は次式で表される 2次形式の指数関数であることが推測される．

G(Xt) = exp

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
. (4.26)

ここで，Aは一般性を失うことなく対称行列である．
このとき，

g1 = exp
(
− lim

t→∞
E [logG(Xt)]

)
= exp

(
lim
t→∞

[
−a0 − a′E[Xt]−

1

2
E[X ′

tAXt]

])
, (4.27)

は次の補題で計算される．
補題 4.1. 仮定 2.1・2.2・4.1の下，g1は (a0, a, A)により次式で表される．

g1 = exp

(
−a0 − a′θ − 1

2

(
θ′Aθ + tr

[
(Q−1Σ)′MQ−1Σ

]))
, (4.28)

ここで，行列 P の第 (i, j)成分を Pijと表記すると，

Mij =
1

li + lj
(Q′AQ)ij.
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証明. Xtは線形確率微分方程式 (2.1)の解として，次のように表される．

Xt = Qe−tLQ−1X0 +Q
(
IN − e−tL

)
Q−1θ +Q

∫ t

0

e−(t−s)LQ−1Σ dBs.

よって，limt→∞ e−tL = 0,E[dBs] = 0 に注意すると，limt→∞ E[Xt] = θ,が得られる．
次に，

X ′
tAXt =

{
Qe−tLQ−1X0 +Q

(
IN − e−tL

)
Q−1θ +Q

∫ t

0

e−(t−s)LQ−1Σ dBs

}′

A

{
Qe−tLQ−1X0 +Q

(
IN − e−tL

)
Q−1θ +Q

∫ t

0

e−(t−s)LQ−1Σ dBs

}
.

ゆえに，E[dBsdB
′
t] = δstIdsに注意すると，

lim
t→∞

E[X ′
tAXt] = θ′Aθ + lim

t→∞

∫ t

0

tr
[
(Q−1Σ)′e−(t−s)LQ′AQe−(t−s)LQ−1Σ

]
ds

= θ′Aθ + tr

[
(Q−1Σ)′ lim

t→∞

∫ t

0

e−(t−s)LQ′AQe−(t−s)LdsQ−1Σ

]
= θ′Aθ + tr

[
(Q−1Σ)′MQ−1Σ

]
.

以上より，(4.28)式が導かれる．

4.2.4. 近似解析解

関数Gに偏微分を施し，偏微分方程式 (4.25)に代入し，g0に (4.23)式を代入すると，次
式を得る．

1

2
tr [ΣΣ′ (aa′ + A+ aXtA

′ + AXta
′ + AXtX

′
tA)]

+

{
Kθ − γ − 1

γ
Σλ−

(
K +

γ − 1

γ
ΣΛ

)
Xt

}′

(a+ AXt)

+ g1(1− log g1)− g1

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
− γ − 1

2γ2
(λ′λ+ 2λ′ΛXt +X ′

tΛ
′ΛXt)

− γ − 1

γ
(r0 + r′Xt)−

β

γ
= 0. (4.29)

上式はXtに関する恒等式なので，次の (a0, a, A)に関する代数方程式が導出される．

1

2
a′ΣΣ′a+

1

2
tr[ΣΣ′A] +

{
Kθ − γ − 1

γ
Σλ

}′

a

+ g1(1− a0 − log g1)−
γ − 1

2γ2
λ′λ− γ − 1

γ
r0 −

β

γ
= 0, (4.30)

AΣΣ′a+ AKθ −K ′a− γ − 1

γ
(AΣλ+ Λ′Σ′a)− g1a−

γ − 1

γ2
Λ′λ− γ − 1

γ
r1 = 0, (4.31)

1

2
AΣΣ′A−

(
K ′ +

γ − 1

γ
Λ′Σ′

)
A− 1

2
g1A− γ − 1

2γ2
Λ′Λ = 0, (4.32)
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ここで，g1は (4.28)式で表されている．
但し，上記価値関数を構成する未知関数が近似偏微分方程式 (4.25)の解として近似され

ている場合の価値関数，最適消費，最適投資をそれぞれ「近似間接効用関数」，「近似最適消
費」，「近似最適投資」と呼び，Ṽ , c̃∗, Ψ̃ ∗と表記する．このとき，次の命題を得る．
命題 4.2. 仮定 2.1・2.2・4.1の下，本問題 (4.3)の近似間接効用関数，近似最適消費，近似
最適投資は次を満たしている．

Ṽ (Xt) =
W 1−γ

t

1− γ
exp

[
γ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
, (4.33)

c̃∗t = exp

[
−
(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
Wt, (4.34)

Ψ̃ ∗
t =

1

γ
(λ+ ΛXt) + Σ′ (a+ AXt) , (4.35)

ここで，(a0, a, A)は代数方程式 (4.30)-(4.32)の解である．
留意点 4.1. 近似最適投資 (4.35)式を前章の最適投資 (3.34)式と比較すると，将来の潜在ファ
クターの変化を考慮しない第 1項の近視眼的需要項は同一であるが，将来の潜在ファクター
の変化に保険を掛ける第2項の保険需要項は，本来，状態変数Xtに依存する (a∗(Xt), A(X

∗
t ))

を定数とみなしていることが分かる．この近似における単純化による代償の大きさについて
は，実証分析に委ねられる．

4.3. 最適解の十分条件

代数方程式 (4.30)-(4.32)の解は一般に非最適解を含めて複数存在する．そこで，Maslowski

and Veverka [32]を応用して最適解の十分条件を提示する．

4.3.1. 一般化Hamiltonian関数による本問題の再定式化

本問題をMaslowski and Veverka [32]で定義されている一般化Hamiltonian関数により再
定式化するため，本問題の状態過程X′

t = (Wt, X
′
t)の確率微分方程式を次のように表現する．

dXt = µ(Xt, ut) dt+ σ(Xt, ut) dBt, (4.36)

ここで，

µ(Xt, ut) =

(
Wt (rt + Ψ ′

tΛt)− ct
K(θ −Xt)

)
=

(
Wt {r0 + Ψ ′

tλ+ (r′ + Ψ ′
tΛ)Xt} − ct

K(θ −Xt)

)
, (4.37)

σ(Xt, ut) =

(
WtΨ

′
t

Σ

)
, (4.38)

である．
また，補助過程 (qt, Rt)を次のように表記する．

qt =

(
qtW
qtX

)
, Rt =

(
RtW

RtX

)
,

ここで，qtW はスカラー，qtXはN × 1ベクトル，RtW は 1×Nベクトル，RtXはN ×N行
列である．
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このとき，本最適化問題 (4.3)の一般化Hamiltonian関数Hは次式で表される．

H(X, u, q, R) = {W {r0 + Ψ ′
tλ+ (r′ + Ψ ′

tΛ)X} − c} qW + (Kθ −Kx)′qX

+ tr

[(
WΨ ′

Σ

)′(
RW

RX

)]
+

c1−γ

1− γ
− β(wqw + x′qx). (4.39)

4.3.2. 制御過程及び補助過程の最適解

最適解は状態変数に関する（前進）確率微分方程式 (4.36)及び補助過程に関する次の後退
確率微分方程式から構成される前進・後退確率微分方程式体系を満たしている（Maslowski

and Veverka [32]）．

−dqt =

(
µX(Xt, ut)qt +

N∑
n=1

σn(Xt, ut)R
n
t − βqt

)
dt−RtdBt, (4.40)

ここで，σn, Rn
t は，それぞれ σ,Rtの第 n列である．

このとき，次の補題を得る．
補題 4.2. 仮定 2.1，2.2，4.1の下，本問題 (4.3)の一般化Hamiltonian関数Hにおける最適
解 (u∗

t , q
∗
t , R

∗
t )は次の 2条件を満たしている．

1. 制御過程 u∗
t = (c∗t , Ψ

∗
t )は (4.5)(4.6)両式を満たしている．

2. 補助過程 (q∗t , R
∗
t )は次を満たしている．

q∗t =

(
JW (X∗

t )

JX(X∗
t )

)
, (4.41)

R∗
t =

(
JWW (X∗

t ) JWX(X∗
t )

JXW (X∗
t ) JXX(X∗

t )

)(
W ∗

t Ψ
∗
t

Σ

)
=

(
W ∗

t JWW (X∗
t )(Ψ

∗
t )

′ + JWX(X∗
t )Σ

W ∗
t JXW (X∗

t )(Ψ
∗
t )

′ + JXX(X∗
t )Σ

)
,(4.42)

ここで，J はHJB方程式 (4.4)の解である．

証明. 先ず，一般化Hamitonian関数 (4.39)式の補助過程 (qt, Rt)に (4.41)(4.42)式を代入し，
最大化問題を解くと，最適制御変数 u∗

t = (c∗t , Ψ
∗
t )は (4.5)(4.6)両式を満たしていることが確

認できる．このとき，これら最適制御過程が代入されたHJB方程式 (4.7)の JZに (4.41)式
を代入すると，次式が成立している（時間変数は省略，以下同様）．

µ′q +
1

2
tr [σσ′µX]− βJ +

c∗(1−γ)

1− γ
= 0. (4.43)

上式を状態過程の第 i成分Ziで偏微分し，整理すると，次式を得る．

µ′qXi
+ µ′

Xi
q +

1

2
tr [σtσ

′qXXi
] + tr

[
qXσσ

′
Xi

]
− βqi

+ c∗Xi

{
µ′
c∗q + (c∗)−γ

}
+ Ψ ∗

Xi
{µ′

Ψ∗q + tr [qXσσ
′
Ψ∗ ]} = 0. (4.44)

上式における第 6・7項については，u∗
t = (c∗t , Ψ

∗
t )が最適制御過程であることに留意すると，

µ′
c∗q + (c∗)−γ = 0, µ′

Ψ∗q + tr [qXσσ
′
Ψ∗ ] = 0.
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従って，次式を得る．

µ′qXi
+ µ′

Xi
q +

1

2
tr [σtσ

′qXXi
] + tr

[
qXσσ

′
Xi

]
− βqi = 0. (4.45)

他方，q∗i を微分すると，伊藤の補題により，次式を得る．

−dq∗i = −
(
q∗iX +

1

2
tr [σσ′q∗iXX]

)
dt− (q∗iX)

′σdBt. (4.46)

上式を (4.45)式とR∗
i = qzσを用いて変形すると，(q∗t , R

∗
t )が後退確率微分方程式 (4.40)を

満たしていることが確認できる．

4.3.3. 十分条件

u∗ = (c∗, Ψ ∗)が最適解であるための十分条件は，最適解の存在を保証する正則条件（リプ
シッツ条件及び線形成長条件）7の下，関数 (X, u) → H(X, u, q∗t , R∗

t )が凹関数であることで
ある．そこで，同関数の凹性を条件として示すために，一般化Hamiltonian関数 (4.39)式を
偏微分すると，Hessian Hは次のように表される．

H =


0 HWX 0 HWΨ

HXW 0 0 HXΨ

0 0 Hcc 0

HΨW HΨX 0 0

 , (4.47)

ここで，

HXW = JW (r + Ψ ′Λ),

Hcc = −γ c−(γ+1),

HΨW = JW (λ+ Λx) +WtJWWΨ ∗
t + Σ′JXW ,

HΨX = WJWΛ.

上式群における間接効用関数 J の偏微分を数値解法で計算できる場合は，最適解の十分
条件は上記Hessian Hが負定符号となることである．
最後に，間接効用関数 J の偏微分を数値解法で計算出来ない場合を考察する．この場合

は，Hessian Hにおける間接効用関数 Jを近似間接効用関数 J̃に置き換えると，本問題の近
似間接効用関数の最適性を検証するための近似Hessian H̃は次のように表される．

H̃ =


0 H̃WX 0 H̃WΨ

H̃XW 0 0 H̃XΨ

0 0 H̃cc 0

H̃ΨW H̃ΨX 0 0

 , (4.48)

7本モデルにおける状態変数は，このままでは正則条件を満たしていないので，正則条件を満たすように，
ドリフト及び拡散係数は十分大きな定数以下であると仮定する．

23



ここで，

H̃XW = W ∗−γ
t exp

[
γ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
(r + Ψ ′Λ),

H̃cc = −γ c−(γ+1),

H̃ΨW = W ∗−γ
t exp

[
γ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]{
(λ+ ΛX)− γΨ̃ ∗

t + γΣ′(a+ AXt)
}
,

H̃ΨX = WW ∗−γ
t exp

[
γ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
Λ.

従って，状態変数・制御変数空間の実用上適切な領域において偏微分方程式の対数線形近
似の精度が十分に高く，それゆえ，近似間接効用関数 (4.33)式の近似精度が十分に高いので
あれば，最適解の十分条件として，関数 (X, u) → H(X, u, q∗t , R∗

t )の凹性を近似的に意味す
る，近似Hessian H̃が負定符号であることが利用できる．
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5. Epstein-Zin効用消費者の無限時間証券投資問題

本章では，Epstein-Zin効用消費者の無限時間証券投資問題を考察する．8

5.1. Epstein-Zin効用と消費者の最適化問題

従来，標準的効用として仮定されてきたCRRA効用は，異時点間代替弾力性の逆数であ
る異時点間消費の変動に対する回避度（本稿では，「相対的異時点間変動回避度」と呼ぶ）が
相対的危険回避度と等しいことを仮定している．しかし，多くの実証分析では，同仮定は支
持されていない．そこで本章では，相対的危険回避度一定効用を拡張し，相対的危険回避
度と相対的異時点間変動回避度を分離したEpstein-Zin効用（Epstein and Zin [19]）を仮定
する．
Epstein-Zin効用自体は離散時間で定義されているので，本稿では，Duffie and Epstein [16]

による同効用の連続時間版の表現を採用する．
仮定 5.1. 消費者は次式で再帰的に定義される Epstein-Zin効用汎関数 U0(c)を予算制約式
(2.21)の下で最大化する．

Ut(c) = Et

[∫ ∞

t

f(cs, Us(c)) ds

]
, ∀t ≥ 0, (5.1)

ここで，

f(cs, Us) =



β
1− ζ

(1− γ)Us


(

cs(
(1− γ)Us

) 1
1−γ

)1−ζ

− 1

 , if ζ ̸= 1,

β(1− γ)Us

{
log cs − 1

1− γ log
(
(1− γ)Us

)}
, if ζ = 1,

(5.2)

ここで，γは相対的危険回避度，ζは相対的異時点間変動回避度（異時点間代替弾力性の逆
数）である．先行実証研究の結果を踏まえて，γ > 1，ζ > 0と仮定する．
間接効用汎関数が次式で再帰的に定義される．

J(Xu
t ) = Et

[∫ ∞

t

f(cs, J(Xu
s )) ds

]
, ∀t ≥ 0. (5.3)

本稿における消費と投資の最適化問題と価値関数 V (X0)が次式で定義される．

V (X0) = sup
u∈B(X0)

J(X0). (5.4)

5.2. 一般のEpstein-Zin効用に対する近似解析解

本節では，一般の Epstein-Zin効用に対し，HJB方程式から推測された価値関数を構成
する未知関数 G(Xt)の偏微分方程式を導出した後，同方程式の非斉次項を Campbell and

Viceira [15]，楠田 [25]の技法で近似して，近似解析解を導出する．

8本章は，バトボルド他 [12]の研究成果である．
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5.2.1. 価値関数の偏微分方程式の導出

HJB方程式は次式のように表される．

sup
u∈B(X0)

{(
W u

t (rt + Ψ ′
tΛt)− ct

K(θ −Xt)

)′(
JW (Xu

t )

JX(Xu
t )

)
+
1

2
tr

[(
W u

t Ψ
′
t

Σ

)(
W u

t Ψ
′
t

Σ

)′(
JWW (Xu

t ) JWX(Xu
t )

JXW (Xu
t ) JXX(Xu

t )

)]

+
β(1− γ)

1− ζ
J(Xu

t )

{(
ct(

(1− γ)J(Xu
t )
) 1

1−γ

)1−ζ

− 1

}}
= 0, (5.5)

s.t. lim
T→∞

E[e−νT |J（Xu
T )|] = 0,

ここで，νはある正の定数である．
HJB方程式左辺の最大化の必要条件から最適制御 u∗ = (c∗, Ψ ∗)は次式を満たしている．

c∗t = β
1
ζ V

− 1
ζ

W

{(
(1− γ)V

)− γ−ζ
(1−γ)ζ

}
, (5.6)

Ψ ∗
t =

πt

W ∗2
t VWW

, (5.7)

ここで，W ∗
t はW u∗

t を簡略表記したものであり，

πt = −W ∗
t {VWΛt + Σ′VXW} . (5.8)

最適消費 (5.6)式と最適投資 (5.7)式をHJB方程式 (5.5)に代入し，(5.7)式から導かれる
次式，

W ∗
t VWΛ′

tΨ
∗
t +

1

2
tr

[(
W ∗

t (Ψ
∗
t )

′

Σ

)(
W ∗

t (Ψ
∗
t )

′

Σ

)′(
VWW VWX

VXW VXX

)]
=

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π′
tπt

2W ∗2
t VWW

,

(5.9)

に注意して整理すると，次の価値関数 V に関する偏微分方程式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π′
tπt

2W ∗2
t VWW

+W ∗
t rtVW + {K(θ −Xt)}′VX

− c∗tVW +
β

1− ζ
(c∗t )

1−ζ
(
(1− γ)V

)− γ−ζ
1−γ − β(1− γ)

1− ζ
V = 0. (5.10)

上記偏微分方程式から価値関数は，状態変数Xtの未知関数G(Xt)を用いて次の関数形で表
されると推測される．

V (Xt) =
W 1−γ

t

1− γ

(
G(Xt)

) (1−γ)ζ
1−ζ . (5.11)

従って，HJB方程式左辺の最大化の十分条件が満たされることは，次式で表されるHessian

HHJBが任意の制御変数 (c, Ψ) ∈ R+ × RN に対し負定符号であることで確認できる．

HHJB =


−βζ

(
(1− γ)V

)− γ−ζ
1−γ c−ζ−1 0 · · · 0

0 −γ(W ∗
t )

−γ
(
G(Xt)

) (1−γ)ζ
1−ζ · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · −γ(W ∗
t )

−γ
(
G(Xt)

) (1−γ)ζ
1−ζ

 .

(5.12)

価値関数 V に偏微分を施し，(5.6)(5.7)両式に代入し，価値関数の偏微分結果とともに偏
微分方程式 (5.10)に代入すると，次の命題を得る．
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命題 5.1. 仮定 2.1・2.2・5.1の下，本問題 (5.4)の価値関数，最適消費，最適投資は，それ
ぞれ (5.11)式，(5.13)式，(5.14)式で表される．ここで，G(Xt)は偏微分方程式 (5.15)の解
である．

c∗t = β
1
ζ
W ∗

t

G
, (5.13)

Ψ ∗
t =

1

γ
Λt +

(
1− 1

γ

)
ζ

ζ − 1
Σ′GX

G
, (5.14)

γ

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
− γ − ζ

2(1− ζ)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G
+
{
γK(θ −Xt) + (1− γ)ΣΛt

}′GX

G

+
β

1
ζ γ

G
+

1− ζ

2ζ
Λ′

tΛt +
γ(1− ζ)

ζ
rt −

βγ

ζ
= 0. (5.15)

留意点 5.1. 留意点 3.3で既にみたように，相対的危険回避度は，単位投資リスク当たりの
対価を相対的に低く評価する一方，状態変数の変化に伴う将来の短期金利低下リスクに対
する投資の保険価値を相対的に高く評価する度合と解釈された．これに対し，相対的異時点
間変動回避度は，重み付けに対する影響を有していない．これは，異時点間変動回避度が，
危険回避度とは異なり，異なる状態間の変化とは無関係な係数であることに起因していると
解釈できる．その代わり，相対的異時点間変動回避度は，状態変数の変化に伴う将来の短期
金利低下リスクに対する投資の保険価値自体に影響を及ぼしている．

証明. まず，最適消費は，

c∗t = β
1
ζ

(
(1− γ)V

W ∗
t

)− 1
ζ (

(1− γ)V
)− γ−ζ

(1−γ)ζ = β
1
ζW

∗ 1
ζ

t

(
W ∗1−γ

t G
(1−γ)ζ
1−ζ

)− 1−ζ
(1−γ)ζ

= β
1
ζ
W ∗

t

G
.

次に，価値関数に偏微分を施すと，次の式群を得る．

W ∗
t VW = (1− γ)V, VX =

(1− γ)ζ

1− ζ
V
GX

G
, W ∗2

t VWW = −γ(1− γ)V,

W ∗
t VXW =

(1− γ)2ζ

1− ζ
V
GX

G
, VXX =

(1− γ)ζ

1− ζ
V

{
(2− γ)ζ − 1

1− ζ

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
.

価値関数の偏微分結果より，最適投資 (5.7)式右辺の分子・分母は次のように表される．

πt = −(1− γ)V

(
Λt +

(1− γ)ζ

1− ζ
Σ′GX

G

)
,　 (5.16)

W ∗2
t VWW = −γ(1− γ)V. (5.17)

ゆえに，最適投資 (5.7)式に (5.16)(5.17)式を代入すると，(5.14)式を得る．
価値関数 V の偏微分方程式 (5.10)における第 2項までは，(5.16)(5.17)式を代入し整理す
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ると，次式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π′
tπt

2W ∗2
t VWW

=
(1− γ)ζ

2(1− ζ)
V tr

[
ΣΣ′

(
(2− γ)ζ − 1

1− ζ

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

)]
+

1− γ

2γ
V

(
Λt +

(1− γ)ζ

1− ζ
Σ′GX

G

)′(
Λt +

(1− γ)ζ

1− ζ
Σ′GX

G

)
= V

{
(1− γ)ζ

2(1− ζ)
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

1− γ

2γ
Λ′

tΛt +
(1− γ)2ζ

γ(1− ζ)
Λ′

tΣ
′GX

G

+
(1− γ)ζ(γ − ζ)

2γ(1− ζ)2
G′

X

G
ΣΣ′GX

G

}
. (5.18)

価値関数の偏微分方程式 (5.10)における第 5・6項は，

−VW + β(c∗t )
−ζ
(
(1− γ)V

)− γ−ζ
1−γ = 0, (5.19)

に注意し，最後に (5.6)式を代入すると，

− c∗tVW +
β

1− ζ
(c∗t )

1−ζ
(
(1− γ)V

)− γ−ζ
1−γ

= c∗t

{
−VW + β(c∗t )

−ζ
(
(1− γ)V

)− γ−ζ
1−γ

}
+

ζ

1− ζ
β(c∗t )

1−ζ
(
(1− γ)V

)− γ−ζ
1−γ

=
ζ

1− ζ
c∗tVW =

β
1
ζ (1− γ)ζ

1− ζ

V

G
, (5.20)

を得る．
(5.18)(5.20)式等を価値関数の偏微分方程式 (5.10)に代入し，両辺を

(1− γ)ζ

γ(1− ζ)
V

で除して整理すると，(5.15)式が得られる．

5.2.2. 偏微分方程式の非斉次項の対数線形近似

前章と同様に，偏微分方程式 (5.15)における非斉次項 1/Gを (4.22)式で近似し，Λt，rt
に，それぞれ (2.3)式，(2.4)式を代入すると，次の近似偏微分方程式を得る．

γ

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
− γ − ζ

2(1− ζ)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G
+
{
γK(θ −Xt) + (1− γ)Σ(λ+ ΛXt)

}′GX

G

− β
1
ζ γ g1 logG+ β

1
ζ γ g0 +

1− ζ

2ζ
(λ+ ΛXt)

′(λ+ ΛXt) +
γ(1− ζ)

ζ
(r0 + r′Xt)−

βγ

ζ
= 0.

(5.21)

近似偏微分方程式 (5.21)の解が次式で表されるXtの 2次形式の指数関数であることが推測
される．

G(Xt) = exp

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
. (5.22)

ここで，Aは一般性を失うことなく対称行列である．
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5.2.3. 近似解析解

関数Gに偏微分を施し，偏微分方程式 (5.21)に代入し，g0に (4.23)式を代入すると，次
式を得る．

γ

2
tr [ΣΣ′ (aa′ + A+ aX ′

tA+ AXta
′ + AXtX

′
tA)]−

γ − ζ

2(1− ζ)
(a′ +X ′

tA) ΣΣ
′ (a+ AXt)

+
{
γKθ + (1− γ)Σλ−

(
γK − (1− γ)ΣΛ

)
Xt

}′
(a+ AXt)

+ β
1
ζ γ g1(1− log g1)− β

1
ζ γ g1

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
+

1− ζ

2ζ
(λ′λ+ 2λ′ΛXt +X ′

tΛ
′ΛXt)

+
γ(1− ζ)

ζ
(r0 + r′Xt)−

βγ

ζ
= 0. (5.23)

上式はXtに関する恒等式なので，次の (a0, a, A)に関する代数方程式が導出される．

(1− γ)ζ

2(1− ζ)
AΣΣ′A−

(
γK ′ − (1− γ)Λ′Σ′)A− 1

2
β

1
ζ γ g1A+

1− ζ

2ζ
Λ′Λ = 0, (5.24)

(1− γ)ζ

1− ζ
AΣΣ′a+ γ(AKθ −K ′a) + (1− γ)(AΣλ+ Λ′Σ′a)

− β
1
ζ γ g1a+

1− ζ

ζ
Λ′λ+

γ(1− ζ)

ζ
r = 0, (5.25)

(1− γ)ζ

2(1− ζ)
a′ΣΣ′a+

γ

2
tr[ΣΣ′A] +

(
γKθ + (1− γ)Σλ

)′
a

+ β
1
ζ γ g1(1− a0 − log g1) +

1− ζ

2ζ
λ′λ+

γ(1− ζ)

ζ
r0 −

βγ

ζ
= 0, (5.26)

ここで，g1は (4.28)式で表されている．
このとき，次の命題を得る．

命題 5.2. 仮定 2.1・2.2・5.1の下，本問題 (5.4)の近似価値関数，近似最適消費，近似最適
投資は次を満たしている．

Ṽ (X̃∗
t ) =

W̃ ∗1−γ
t

1− γ
exp

[
(1− γ)ζ

1− ζ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
, (5.27)

c̃∗t = β
1
ζ exp

[
−
(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
W̃ ∗

t , (5.28)

Ψ̃ ∗
t =

1

γ
(λ+ ΛXt) +

(1− γ)ζ

γ(1− ζ)
Σ′ (a+ AXt) . (5.29)

ここで，(a0, a, A)は代数方程式 (5.24)-(5.26)の解である．
留意点 5.2. 近似価値関数を構成する係数体系 (a0, a, A)の非線形代数方程式 (5.24)-(5.26)

には一般に解が複数存在するので，これら複数の解は本問題の最適解の候補に過ぎない．こ
れら複数の候補解から最適解を識別するための条件は第 5節で示す．
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留意点 5.3. 近似最適投資が満たす (5.29)式は，将来の状態変数の変化を考慮しない近視眼
的動機に基づく「危険証券」（非短期債）の需要を示す第 1項と，同変化に保険を掛けるた
めの保険的動機に基づく需要を示す第 2項から成っているが，第 2項の係数には相対的危険
回避度 γと相対的異時点間変動回避度 ζが明示的に現れている．両回避度が一致するCRRA

効用の場合，近似最適投資が満たす式は，(5.29)式から

Ψ̃ ∗
t =

1

γ
(λ+ ΛXt) + Σ′ (a+ AXt) , (5.30)

となり，保険的動機に基づく第 2項の係数に両回避度は明示的に現れなくなる．但し，両回
避度は (a,A)に陰伏的に含まれている．

5.3. ζ = 1の場合の解析解

本節では，Epstein-Zin効用において，相対的異時点間変動回避度（異時点間代替弾力性
の逆数）が 1の場合の解析解を導出する．
相対的異時点間変動回避度が 1のとき，本稿における消費と投資の最適化問題と価値関数

V (X0)が次式で定義される．

V (X0) = sup
u∈B(X0)

E

[∫ ∞

0

β(1− γ)J(Xu
t )

{
log ct −

1

1− γ
log
(
(1− γ)J(Xu

t )
)}

dt

]
. (5.31)

HJB方程式は次式のように表される．

sup
u∈B(X0)

{(
Wt (rt + Ψ ′

tΛt)− ct
K(θ −Xt)

)′(
JW (Xu

t )

JX(Xu
t )

)
+
1

2
tr

[(
WtΨ

′
t

Σ

)(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
JWW (Xu

t ) JWX(Xu
t )

JXW (Xu
t ) JXX(Xu

t )

)]

+ β(1− γ)J(Xu
t )

{
log ct −

1

1− γ
log
(
(1− γ)J(Xu

t )
)}}

= 0, (5.32)

s.t. lim
T→∞

E[e−νT |J(Xu
t )|] = 0,

ここで，νはある正の定数である．
前節と同様に最適化を行うと，価値関数は次式で推測され，

V (Xt) =
W 1−γ

t

1− γ
h(Xt), (5.33)

次の命題を得る．
命題 5.3. 仮定 2.1・2.2・5.1の下，本問題 (5.31)の価値関数，最適消費，最適投資は，そ
れぞれ (5.33)式，(5.34)式，(5.35)式で表される．ここで，h(Xt)は偏微分方程式 (5.36)の
解である．

ĉt = βŴt, (5.34)

Ψ̂t =
1

γ
Λt +

1

γ
Σ′hX

h
, (5.35)

γ

2
tr

[
ΣΣ′hXX

h

]
+

1− γ

2

h′
X

h
ΣΣ′hX

h
+
{
γK(θ −Xt) + (1− γ)ΣΛt

}′hX

h

− βγ log h+

{
1− γ

2
Λ′

tΛt + γ(1− γ)
(
rt + β(log β − 1)

)}
= 0. (5.36)
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証明. HJB方程式 (5.32)における最大化の 1階の条件から制御変数の最適解 ĉは (5.37)式
を，Ψ̂ は (5.38)式をそれぞれ満たしている．

ĉt = β(1− γ)
V

VW

, (5.37)

Ψ̂t =
π̂t

Ŵ 2
t VWW

, (5.38)

ここで，
π̂t = −Ŵt {VWΛt + Σ′VXW} .

最適消費 (5.37)式と最適投資 (5.38)式をHJB方程式 (5.32)に代入し，(5.38)式から導かれ
る次式，

ŴtVWΛ′
tΨ̂t +

1

2
tr

[(
ŴtΨ̂

′
t

Σ

)(
ŴtΨ̂

′
t

Σ

)′(
VWW VWX

VXW VXX

)]
=

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π̂′
tπ̂t

2Ŵ 2
t VWW

,

に注意して整理すると，次の価値関数 V に関する偏微分方程式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π̂′
tπ̂t

2Ŵ 2
t VWW

+ ŴtrtVW + {K(θ −Xt)}′VX

− ĉtVW + β(1− γ)V

{
log ĉt −

1

1− γ
log
(
(1− γ)V

)}
= 0. (5.39)

価値関数は (5.33)式で推測されるので，最適消費は (5.37)式から直ちに (5.34)式を得る．
次に，価値関数に偏微分を施すと，次の式群を得る．

ŴtVW = (1− γ)V, VX = V
hX

h
, Ŵ ∗2

t VWW = −γ(1− γ)V,

ŴtVXW = (1− γ)V
hX

h
, VXX = V

hXX

h
.

価値関数の偏微分結果より，最適投資 (5.38)式右辺の分子は (5.40)式，分母は (5.17)式の
ように表される．

　π̂t = −(1− γ)V

(
Λt + Σ′hX

h

)
. (5.40)

ゆえに，最適投資 (5.38)式に (5.40)(5.17)式を代入すると，(5.35)式を得る．
価値関数 V の偏微分方程式 (5.39)における第 2項までは，(5.40)(5.17)式を代入し整理す

ると，次式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

π̂′
tπ̂t

2W 2
t VWW

=
1

2
V tr

[
ΣΣ′hXX

h

]
+

1− γ

2γ
V

(
Λt + Σ′hX

h

)′(
Λt + Σ′hX

h

)
= V

{
1

2
tr

[
ΣΣ′hXX

h

]
+

1− γ

2γ
Λ′

tΛt +
1− γ

γ
Λ′

tΣ
′hX

h
+

1− γ

2γ

h′
X

h
ΣΣ′hX

h

}
. (5.41)

価値関数の偏微分方程式 (5.39)における第 5・6項は，

− ĉtVW + β(1− γ)V

{
log ĉt −

1

1− γ
log
(
(1− γ)V

)}
= β(1− γ)V

{
−1 + log β + log Ŵt − log Ŵt −

1

1− γ
log h

}
= βV

{
(log β − 1)(1− γ)− log h

}
. (5.42)
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(5.41)(5.42)式等を価値関数の偏微分方程式 (5.39)に代入し，両辺を V/γで除して整理す
ると，(5.36)式が得られる．

価値関数を構成する未知関数 hの偏微分方程式 (5.36)は，非斉次項が対数関数で表され
ており，次の関数形の解析解が導出される．

h(Xt) = exp

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
, (5.43)

ここで，Aは一般性を失うことなく対称行列である．
次の命題を得る．

命題 5.4. 仮定 2.1・2.2・5.1の下，本問題 (5.31)の価値関数，最適投資は次を満たしている．

V (X̂t) =
Ŵ 1−γ

t

1− γ
exp

[
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

]
, (5.44)

Ψ̂t =
1

γ
(λ+ ΛXt) +

1

γ
Σ′ (a+ AXt) , (5.45)

ここで，(a0, a, A)は代数方程式 (5.46)-(5.48)の解である．

1

2
AΣΣ′A−

(
γK ′ − (1− γ)Λ′Σ′ +

βγ

2

)
A+

1− γ

2
Λ′Λ = 0, (5.46)

AΣΣ′a+γ
(
AKθ−K ′a

)
+(1−γ)(AΣλ+Λ′Σ′a)−βγ a+(1−γ)Λ′λ+γ(1−γ) r = 0, (5.47)

1

2
a′ΣΣ′a+

γ

2
tr[ΣΣ′A] +

(
γKθ + (1− γ)Σλ

)′
a

− βγ a0 +
1− γ

2
λ′λ+ γ(1− γ) r0 − β(1− log β)γ(1− γ) = 0. (5.48)

証明. 関数 (5.43)に偏微分を施し，偏微分方程式 (5.36)に代入すると，次式を得る．

γ

2
tr [ΣΣ′ (aa′ + A+ aX ′

tA+ AXta
′ + AXtX

′
tA)] +

1− γ

2
(a′ +X ′

tA)Σ
′Σ(a+ AXt)

+
{
γKθ + (1− γ)Σλ−

(
γK − (1− γ)ΣΛ

)
Xt

}′
(a+ AXt)

− βγ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
+

1− γ

2
(λ′λ+ 2λ′ΛXt +X ′

tΛ
′ΛXt)

+ γ(1− γ)(r0 + r′Xt)− β(1− log β)γ(1− γ) = 0. (5.49)

上式はXtに関する恒等式なので，(a0, a, A)の代数方程式 (5.46)-(5.48)が導出される．

5.4. 最適解の十分条件

一般のEpstein-Zin効用汎関数の場合の最適化問題において導かれた近似価値関数を構成
する係数体系 (a0, a, A)は代数方程式 (5.24)-(5.26)の解であるが，同解は一般に非最適解を
含めて複数存在する．本節では，Agram and Øksendal [1]が 1次元ブラウン運動に基づく確
率過程の前進・後退確率微分方程式の無限時間最適制御で展開した理論を多次元ブラウン運
動に基づく確率過程の場合に応用して最適解の十分条件を提示する．
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5.4.1. 前進・後退確率微分方程式の最適制御による本問題の再定式化

本問題をAgram and Øksendal [1]において考察されている前進・後退確率微分方程式の
無限時間最適制御問題の枠組みで再定式化するため，まず，次の前進・後退確率微分方程式
を考察する．
可測過程Xu

t = (W u
t , X

′
t)

′の前進確率微分方程式：

dXu
t = µ(Xu

t , ut) dt+ σ(Xu
t , ut) dBt, Xu

0 = X0, (5.50)

ここで，

µ(Xu
t , ut) =

(
W u

t (rt + Ψ ′
tΛt)− ct

K(θ −Xt)

)
=

(
W u

t {r0 + Ψ ′
tλ+ (r′ + Ψ ′

tΛ)Xt} − ct
K(θ −Xt)

)
,(5.51)

σ(Xu
t , ut) =

(
W u

t Ψ
′
t

Σ

)
, X0 = (W0, X

′
0)

′. (5.52)

可測過程 (zut , Z
u
t )の後退確率微分方程式：

−dzut = f(ct, z
u
t )dt− Zu

t dBt, E

[
sup
t≥0

ekt(zut )
2 +

∫ ∞

0

ekt(Zu
t )

2dt

]
< ∞, (5.53)

ここで，f は (5.2)式で表されており，kはある正の定数である．
(5.53)式より，zut は次式で表現される．

zut = Et

[∫ T

t

f(cs, z
u
s )ds+ zuT

]
. (5.54)

このとき，本最適化問題 (5.4)は次のように表現される．

z∗0 = sup
u∈B(X0)

E

[∫ ∞

0

f(ct, z
u
t )dt

]
. (5.55)

Hamiltonianを定義するための随伴過程 (pt, qt, Rt)を次のように表記する．

qt =

(
qWt
qXt

)
, Rt =

(
RW

t

RX
t

)
,

ここで，pt，qWt はスカラー，qXt はN × 1ベクトル，RW
t は 1×N ベクトル，RX

t はN ×N

行列である．
このとき，Hamiltonian Hは次式で定義される．

H(X, z, Z, u, p, q, R) = f(c, z)p+ µ(X, u)′q + tr[σ(X, u)′R]

=
β(1− γ)

1− ζ
z


 c(

(1− γ)z
) 1

1−γ

1−ζ

− 1

 p+ {W {r0 + Ψ ′λ+ (r′ + Ψ ′Λ)X} − c} qW

+ (Kθ −KX)′qX + tr

[(
WΨ ′

Σ

)′(
RW

RX

)]
. (5.56)
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5.4.2. 制御過程及び随伴過程の最適解

問題 (5.55)は次の随伴過程の前進・後退確率微分方程式に関連付けられる．
随伴前進確率微分方程式：

dpt = Hz(Xu
t , z

u
t , Z

u
t , ut, pt, qt, Rt)dt+HZ(Xu

t , z
u
t , Z

u
t , ut, pt, qt, Rt)dBt, p0 = 1. (5.57)

随伴後退確率微分方程式：

−dqt = HX(Xu
t , z

u
t , Z

u
t , ut, pt, qt, Rt)dt−RtdBt, E

[
sup
t≥0

ektq2t +

∫ ∞

0

ekt(Rt)
2dt

]
< ∞,

(5.58)

ここで，kはある正の定数である．
上記随伴前進・後退確率微分方程式にHamiltonian (5.56)式を代入して計算すると，次の

前進・後退確率微分方程式（初期条件と横断条件は省略）を得る．

dpt = fz(ct, z
u
t )ptdt, (5.59)

−dqt =

(
µX(Xu

t , ut)qt +
N∑

n=1

σn
X(Xu

t , ut)R
n
t

)
dt−RtdBt, (5.60)

ここで，σn，Rn
t は各行列の第 n列を示しており，従って，σn

XはN × (N + 1)行列である．
次の補題を得る．

補題 5.1. 仮定 2.1・2.2・5.1の下，制御過程u∗
t = (c∗t , Ψ

∗
t )がHJB方程式 (5.5)の解であり，対

応する前進・後退確率微分方程式 (5.50)(5.53)及び随伴前進・後退確率微分方程式 (5.57)(5.58)

が一意の解 (X∗
t , z

∗
t , Z

∗
t , p

∗
t , q

∗
t , R

∗
t )を持つと仮定する．このとき，(z∗t , Z

∗
t , p

∗
t , q

∗
t , R

∗
t )は次で表

される．

z∗t = V (X∗
t ), (5.61)

Z∗
t =

(
VW (X∗

t )

VX(X∗
t )

)′(
W ∗

t (Ψ
∗
t )

′

Σ

)
, (5.62)

p∗t = exp

∫ t

0

β(1− γ)

1− ζ

−γ − ζ

1− γ

 c∗s(
(1− γ)z∗s

) 1
1−γ

1−ζ

− 1

 ds

 , (5.63)

q∗t = p∗t

(
VW (X∗

t )

VX(X∗
t )

)
, (5.64)

R∗
t = p∗t

(
VWW (X∗

t ) VWX(X∗
t )

VXW (X∗
t ) VXX(X∗

t )

)(
W ∗

t (Ψ
∗
t )

′

Σ

)
. (5.65)

また，次の条件付き最大値原理が成立する．

Et[H(X∗
t , z

∗
t , Z

∗
t , u

∗
t , p

∗
t , q

∗
t , R

∗
t )] ≥ Et[H(X∗

t , z
∗
t , Z

∗
t , ut, p

∗
t , q

∗
t , R

∗
t )]. (5.66)

証明. 前進・後退確率微分方程式 (5.50)(5.53)及び随伴前進・後退確率微分方程式 (5.57)(5.58)

が一意の解を持つと仮定されているので，(5.61)-(5.65)式で表される (X∗
t , z

∗
t , Z

∗
t , p

∗
t , q

∗
t , R

∗
t )

が前進・後退確率微分方程式 (5.50)(5.53)及び随伴前進・後退確率微分方程式 (5.57)(5.58)を
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満たしていることを示せば良い．まず，(z∗t , Z
∗
t )が (5.53)式を満たしていること，p∗t が (5.57)

式を満たしていることは直ちに確認できる．(q∗t , R
∗
t )については，u∗

t = (c∗t , Ψ
∗
t )が代入され

たHJB方程式 (5.5)の JXに (5.64)式を代入すると，次式が成立している（時間変数は省略，
以下同様）．

µ′q∗ +
1

2
tr [σσ′qX] +

β(1− γ)

1− ζ
z∗

{(
c∗(

(1− γ)z∗
) 1

1−γ

)1−ζ

− 1

}
= 0. (5.67)

上式を状態変数の第 i成分Xiで偏微分し，整理すると，次式を得る．

µ′q∗Xi
+ µ′

Xi
q∗ +

1

2
tr
[
σσ′q∗XXi

]
+ tr

[
q∗Xσσ

′
Xi

]
+ c∗Xi

{
µ′
c∗q

∗ + β(c∗)−ζ
(
(1− γ)z

)− γ−ζ
1−γ

}
+ Ψ ∗

Xi
{µ′

Ψ∗q∗ + tr [q∗Xσσ
′
Ψ∗ ]} = 0. (5.68)

上式における第 5・6項については，u∗
t = (c∗t , Ψ

∗
t )が最適制御であることに留意すると，

µ′
c∗q

∗ + β(c∗)−ζ
(
(1− γ)z∗

)− γ−ζ
1−γ = 0, µ′

Ψ∗q∗ + tr [q∗Xσσ
′
Ψ∗ ] = 0.

従って，次式を得る．

µ′q∗Xi
+ µ′

Xi
q∗ +

1

2
tr
[
σσ′q∗XXi

]
+ tr

[
q∗Xσσ

′
Xi

]
= 0. (5.69)

他方，q∗i を微分すると，伊藤の補題により，次式を得る．

−dq∗i = −
(
µ′q∗iX +

1

2
tr [σσ′q∗iXX]

)
dt− (q∗iX)

′σdBt. (5.70)

上式を (5.69)式と R∗
i = (q∗iX)

′σを用いて変形すると，(q∗t , R
∗
t )が随伴後退確率微分方程式

(5.58)を満たしていることが確認できる．
条件付き最大値原理については，HJB方程式左辺の Ψtに関する最適化の結果，(5.66)式

右辺Et[H(X∗
t , z

∗
t , Z

∗
t , ct, Ψt, p

∗
t , q

∗
t , R

∗
t )]のΨtの現れる項が消滅する．従って，(5.66)式右辺が

c∗t で最大化されることを示せば良いが，このことは既にHJB方程式左辺の最大化で確認し
た通りである．

5.4.3. 十分条件

Agram and Øksendal [1]の定理 3.1は，u∗
t = (c∗t , Ψ

∗
t )が最適解であるための十分条件は，

前進・後退確率微分方程式 (5.50)(5.53)及び随伴前進・後退確率微分方程式 (5.57)(5.58)の解
の一意的存在を保証する正則条件（横断条件及び成長条件）9及び条件付き最大値原理の成
立の下，関数 (X, z, Z, u) → H(X, z, Z, u, p∗t , q∗t , R∗

t )が凹関数であることを示している．従っ
て，補題 5.1より，u∗ = (c∗t , Ψ

∗
t )が最適解であるための十分条件は，次のHessian Hが負定

符号であることに帰着される．

H =



0 HWX 0 0 0 HWΨ

HXW 0 0 0 0 HXΨ

0 0 Hzz 0 Hzc 0

0 0 0 0 0 0

0 0 Hcz 0 Hcc 0

HΨW HΨX 0 0 0 0


, (5.71)

9本モデルにおける状態変数等は，このままでは正則条件を満たしていないので，正則条件を満たすように，
ドリフト及び拡散係数は十分大きな定数以下であると仮定する．
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ここで，

HXW = p∗tVW (X∗
t )(r + Λ′Ψ),

Hzz = β(γ − ζ)c1−ζ
(
(1− γ)z

) γ+ζ−2
1−γ p∗t ,

Hcz = β(γ − ζ)c−ζ
(
(1− γ)z

)− 1−ζ
1−γ p∗t ,

Hcc = −β ζ c−ζ−1
(
(1− γ)z

)− γ−ζ
1−γ p∗t ,

HΨW = p∗t
{
VW (X∗

t )(λ+ ΛX) +W ∗
t VWW (X∗

t )Ψ
∗
t + Σ′VXW (X∗

t )
}
,

HΨX = Wp∗tVW (X∗
t )Λ.

上式群における価値関数 V の偏微分を数値計算できる場合は，最適解の十分条件は上記
Hessian Hが負定符号となることである．しかし，第 4章で議論したように，偏微分方程式
(5.15)は，3変数以上の高次元の場合，有限差分法等の数値解法を適用することは難しい．
そこで，Hessian Hに現れるW ∗

t , z
∗
t , c

∗
t , Ψ

∗
t , V (X∗

t )をそれぞれ近似式 W̃ ∗
t , z̃

∗
t , c̃

∗
t , Ψ̃

∗
t , Ṽ (X̃∗

t )に
置き換えると，本問題の近似価値関数の最適性を検証するための近似 Hessian H̃は次のよ
うに表される．

H̃ =



0 H̃WX 0 0 0 H̃WΨ

H̃XW 0 0 0 0 H̃XΨ

0 0 H̃zz 0 H̃zc 0

0 0 0 0 0 0

0 0 H̃cz 0 H̃cc 0

H̃ΨW H̃ΨX 0 0 0 0


, (5.72)

ここで，

H̃XW = p̃∗t ṼW (X̃∗
t )(r + Λ′Ψ),

H̃zz = β(γ − ζ)c1−ζ
(
(1− γ)z

) γ+ζ−2
1−γ p̃∗t ,

H̃cz = βc−ζ
(
(1− γ)z

)− 1−ζ
1−γ p̃∗t ,

H̃cc = −β ζ c−ζ−1
(
(1− γ)z

)− γ−ζ
1−γ p̃∗t ,

H̃ΨW = p̃∗t

{
ṼW (X̃∗

t ) + W̃ ∗
t ṼWW (X̃∗

t )Ψ̃
∗
t + Σ′ṼXW (X̃∗

t )
}
,

H̃ΨX = Wp̃∗t ṼW (X̃∗
t )Λ,

ここで，

ṼW (X̃t) = W̃ ∗−γ
t exp

[
(1− γ)ζ

1− ζ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
,

ṼWW (X̃t) = −γW̃ ∗−γ−1
t exp

[
(1− γ)ζ

1− ζ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
,

ṼXW (X̃t) =
(1− γ)ζ

1− ζ
W̃ ∗−γ

t exp

[
(1− γ)ζ

1− ζ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
(a+ AXt).

従って，状態変数・制御変数空間の実用上適切な領域において偏微分方程式の対数線形近
似の精度が十分に高く，それゆえ，近似価値関数 (6.29)式の近似精度が十分に高いのであ
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れば，代数方程式 (5.24)-(5.26)の複数候補解から最適解を識別するための条件として，近似
Hessian H̃が負定符号であることを利用できる．
上記条件を満たす候補解が複数存在した場合は，有り得べき幾つかのX0に対し，Ṽ (X0)

を比較して最適解を見極めざるを得ない．

5.5. 近似最適投資比率の近似精度の簡便評価

本節では，対数線形近似法により導いた近似解析解に基づく近似最適消費・富比率と近似
最適投資比率の近似精度を簡便に評価する．

5.5.1. 近似精度の本格的評価の困難

対数線形近似法により導いた近似解析解に基づく近似最適投資比率を厳密解に基づく最
適投資比率と比較するためには，証券市場モデルのパラメータを推定した後，価値関数のパ
ラメータの代数方程式を数値的に解いて近似最適投資比率を算出するほか，非斉次偏微分方
程式を数値的に解いて厳密解に基づく最適投資比率を計算する必要がある 10．本稿で仮定さ
れた一般性の高いアフィン潜在ファクター証券市場モデルの特定において，対象証券を株式
指数，REIT指数，短期物価連動債，長期物価連動債に限定した最小限の 3ファクター・モ
デルの推定でさえも，Kalmanフィルター推定やベイジアン推定といった計算負担の重い方
法で推定しなければならない．また，厳密解に基づく最適投資比率を求めるためには，3変
数関数の非線形・非斉次偏微分方程式 (5.15)を数値的に解く必要がある．以上の点を考慮し
て，本稿では近似最適投資比率の近似精度の本格的評価は断念せざるを得なかった．同評価
は独立した論文の課題として検証される価値があり，今後の研究課題としたい．

5.5.2. 証券市場モデルの特定と推定結果

本格的アフィン潜在ファクター証券市場モデルを推定することは困難なので，N = 1，
rt = Xtと特定する．また，消費者は短期債と時価総額加重型株式指数のみに投資すると仮
定する．すなわち，次の証券市場モデルを仮定する．

drt = K(θ − rt) dt+ Σ dBt, (5.73)

dSt

St

= (rt + bΣΛt) dt+ bΣ dBt, (5.74)

ここで，b > 0，
Λt = λ+ Λ rt. (5.75)

留意点 5.4. 上記証券市場モデルにおいては，b > 0と仮定されているほか，後述する実証
により，Λ < 0と推定されている．従って，株式指数と短期金利が完全正相関となっている
ほか，株式指数とリスクの市場価格が完全負相関となっている．これらは明らかに現実の証
券市場を過度に単純化しているが，1ファクター・モデルを簡便評価の対象とする以上，や
むを得ないものである．因みに，株式指数と短期金利の完全正相関は，一般に，金利と完全
負相関の関係にある債券価格と株価が負相関であることを踏まえて設定した仮定である．株
式指数とリスクの市場価格の完全負相関は，Wachter [35]も同様の 1ファクター証券市場モ
デル（但し，短期金利一定）において，Barberis [5]の研究を踏まえて仮定している．
米国の 1990年 10月末～2018年 10月末の日次終値を対象に推定を行った．短期金利は財

務省短期証券 3カ月物，時価総額加重型株式指数は S&P500指数を用い，実質化は 1991年
～2018年の消費者物価指数のインフレ率で行った．

10尚，第 3節で示された相対的異時点間変動回避度 ζ = 1の厳密解が得られる場合は，最適投資比率と近似
最適投資比率が一致するので，近似最適投資比率の近似精度の分析には利用できないことに留意されたい．
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推定については，(5.73)式と (5.74)式をEuler離散化し，線形回帰モデルと見做し，各線
形回帰モデルをOLSで推定する簡便推定を行った．推定結果は表 1の通りである．

表 1: 証券市場モデルの係数体系の推定結果

係数 K θ Σ λ Λ b

推定値 0.140753 -0.00988256 0.00736040 0.506620 -2.00042 23.8609

このとき，リスクの市場価格は，

Λt = 0.506620− 2.00042 rt,

と実質短期金利の減少関数となっている．本モデルでは，株式指数の Sharpe測度はリスク
の市場価格なので，これは，株式指数の Sharpe測度が金利水準が高くなるにつれて小さく
なることを示している．
また，株式指数の期待収益率は，

rt + bΣΛt = 0.0889755 + 0.648675 rt,

と実質短期金利の増加関数となっている．従って，ポートフォリオの期待収益率も実質短期
金利の増加関数となるので，実質短期金利の上昇は所得増大効果を有する．

5.5.3. 近似解析解と厳密解の数値解の算出

Epstein-Zin効用の係数体系については，Bansal and Yaron [4]が，Epstein-Zin効用を有
する代表的個人の下で導出されるC-CAPMの実証分析において，次のように設定している．
すなわち，主観的割引率を β = 0.002に，相対的危険回避度を，Mehra and Prescott [33]が
合理的な上限は 10近辺と議論していることを踏まえて，低水準の場合 γ = 7.5，高水準の場
合 γ = 10.0に設定している．また，相対的異時点間変動回避度（異時点間代替弾力性の逆
数）については，Hansen and Singleton [20]等が 1より低いと推定していることに基づき，
ζ = 0.67に設定している．そこで本稿でも，当面は，主観的割引率を β = 0.002に，相対的
危険回避度を，低水準の場合 γ = 7.5，高水準の場合 γ = 10.0に，相対的異時点間変動回避
度を ζ = 0.67に設定する．
状態変数である実質短期金利 rtについては，推定対象期間中，概ね−4.0%～3.0%で推移

していることから，初期値 r0を中心値−0.5%に設定し，−4.0%～3.0%の範囲を対象に近似
解と厳密解を求めた．
まず，近似解析解については，関数Gの係数 (a0, a, A)を代数方程式 (5.24)-(5.26)に代入

して数値的に解いた．数値解法の手順は以下の通りである．予め，(4.28)式の g1が取り得る
範囲を 0 < gmin ≤ g1 ≤ gmaxと定めておく．ここで，gminは十分に小さく，gmaxは十分に大
きな値に設定しておく．まず，十分大きな自然数 nについて∆n = (gmax − gmin)/nと置き，
j = 1, · · · , n+1に対して g1,j = gmin+∆n(j− 1)とする．g1 = g1,jを (5.24)式に代入すると，
解Aは最大で 2個存在する. 2個存在する場合，それぞれの解をAm

j (m = 1, 2)と記す．次
に，(g1, A) = (g1,j, A

m
j )を (5.25)式に代入し，aについて解くと，解 amj が得られる．さらに，

(4.28)式と (g1, A, a) = (g1,j, A
m
j , a

m
j )から am0,jを計算し，(g1, A, a, a0) = (g1,j, A

m
j , a

m
j , a

m
0,j)を

(5.26)式の左辺に代入し，得られる値が 0と等しくなるか判定する．0と等しくなった場合，
(A, a, a0) = (Am

j , a
m
j , a

m
0,j)が代数方程式 (5.24)-(5.26)の解の一つである．(5.24)式に g1 = g1,j
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を代入したときのAの解が 1個存在する場合でも計算過程は上と同様である．全ての jに対
して，上で示した計算過程を取ることにより, 複数の解の組が得られる可能性がある．
以上の数値解法を適用した結果，解は 1組しか存在しなかったので，これを価値関数の近

似解と見做した 11．同近似解におけるGの係数体系は表 2の通りである．

表 2: 価値関数の近似解におけるGの係数体系

γ a0 a A

7.5 -4.58148 3.06441 0.989791

10.0 -4.85518 3.13700 0.736863

次に，厳密解については，
GXX = YX = Ξ(G, Y ),

と変形した上で，次の連立常微分方程式を 4次のRunge-Kutta法により数値的に解いた．(
GX

YX

)
=

(
Y

Ξ(G, Y )

)
. (5.76)

尚，本無限時間問題の最適化の結果導出された偏微分方程式 (5.15)は，有限時間問題の場合
には課される境界条件が与えられていない．そこで，上記連立常微分方程式を数値的に解く
際，初期値としてG(r0), Y (r0) = GX(r0)の値が必要となるので，近似偏微分方程式 (5.21)

の解形式である (4.26)式から計算される次の値，

G(r0) = exp

(
a0 + a r0 +

1

2
Ar20

)
, (5.77)

Y (r0) =
(
a+ Ar0

)
G(r0), (5.78)

を用いることにした．

5.5.4. 現実の投資比率と整合的なEpstein-Zin効用の係数体系

まず，厳密解に基づく株式指数の最適投資比率は図 1，図 2の通りである．
低中金利水準（−4%～2%程度）では，金利上昇に伴う Sharpe測度の低下につれて，近視

眼的需要項が正値で緩やかに減少していることから，投資比率は緩やかに右肩下がりであ
る．しかし，高金利水準では，金利上昇につれて，近視眼的需要項が引続き緩やかに減少し
ているのに対し，保険需要項が急増していることから，投資比率は急激な右肩上がりになっ
ている．
投資比率の保険需要項に現れる影響は複雑であり，今後の比較静学分析・実証分析が待た

れるが，高金利水準において，Sharpe測度の低下に伴う近視眼的需要項の減少の効果を保
険需要項の変化の効果が大きく上回り，その結果，投資比率が急激な右肩上がりになってい
ることは，経済学的に解釈し難い．また，緩やかな右肩下がりとなっている低中金利水準に
おいても，投資比率の水準が，現実に観察される投資水準に比べ低水準に止まっている．
そこで，適切な投資比率の水準と高金利水準での挙動を同時に表現できるEpstein-Zin効

用の係数体系を模索した．(γ, ζ) = (5.0, 0.80)の場合，上記数値計算における代数方程式
(5.24)-(5.26)の解は 1組となり，同解をもとに厳密投資比率を計算すると，その水準は尤も
らしく，高金利水準での右肩上がりも合理的な範囲内に収まる結果を得た（図 3参照）．

11同解が 2組以上存在する場合は，第 4節で示した十分条件で近似解を判定することになる．
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図 1: (γ, ζ) = (7.5, 0.67)の場合の厳密解に基づく株式指数の最適投資比率
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図 2: (γ, ζ) = (10.0, 0.67)の場合の厳密解に基づく株式指数の最適投資比率
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図 3: (γ, ζ) = (5.0, 0.80)の場合の厳密解に基づく株式指数の最適投資比率
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5.5.5. 近似消費・富比率と近似投資比率の近似精度

近似最適消費・富比率と近似最適投資比率の近似精度を現実の投資比率と整合的なEpstein-

Zin効用である (γ, ζ) = (5.0, 0.80)の場合と，相対的異時点間変動回避度が1を上回る (γ, ζ) =

(5.0, 1.25)の場合で分析する．
尚，最適消費・富比率は，(5.13)式より，

c∗t
W ∗

t

=
β

1
ζ

G
, (5.79)

であり，Gの減少関数となっていること，最適投資 Ψ ∗
t は，(5.14)式より，

Ψ ∗
t =

1

γ
Λt +

(1− γ)ζ

γ(1− ζ)
Σ

d

dr
logG, (5.80)

と表されることに留意せよ．また，以下では，Gの近似関数を G̃と表記する．
まず，(γ, ζ) = (5.0, 0.80)の場合を分析する．上記数値解法を適用した結果，代数方程式

(5.24)-(5.26)の解は 1組であったので，同解に基づいて，近似解と厳密解を得た．同近似解
と同厳密解を最適消費・富比率で比較した（図 4参照）．
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図 4: (γ, ζ) = (5.0, 0.80)の場合の近似最適消費・富比率の近似精度

厳密解に基づく最適消費・富比率は，直観的に妥当な水準である．また，同比率は実質金
利の上昇に伴い低下している．これについては，本モデルでは実質金利の上昇がポートフォ
リオの期待収益率を向上させる所得増大効果を有しているが，相対的異時点間変動回避度
が 1より小さいため，代替効果が所得効果を上回る結果である，と解釈できる．尚，最適消
費・富比率はGの減少関数であったので，最適消費・富比率が実質金利の減少関数である
ことは，Gr > 0を意味していることに留意せよ．
そして，近似解と厳密解を比較すると，殆ど一致しており，近似精度は非常に高い．これ

はGの近似精度が非常に高いことを示している．ただ，実質金利が高金利水準（約 2%）に
達すると，近似消費・富比率は厳密消費・富比率に対し僅かに下方に乖離している（図 5参
照）．これはGの近似関数の導関数 G̃rが高金利水準では厳密値Grに対し上方に乖離して
いること（G̃r > Gr > 0）を示している．
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図 5: (γ, ζ) = (5.0, 0.80)の場合の高金利水準における近似最適消費・富比率の近似精度

次に，近似解と厳密解を株式指数の最適投資比率で比較した（図 6参照）．
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図 6: (γ, ζ) = (5.0, 0.80)の場合の近似最適投資比率の近似精度

実質金利が高金利水準（約 2%）に達するまでは，近似投資比率は厳密投資比率と殆ど一
致しているが，同水準を超えると，厳密投資比率に対する下方乖離が生じている．(γ, ζ) =

(5.0, 0.80)の場合，(5.80)式において，

(1− γ)ζ

γ(1− ζ)
Σ < 0,

であることを考慮すると，高金利水準における近似値 G̃r の厳密値 Gr に対する上方乖離
（G̃r > Gr > 0）が近似投資比率の厳密投資比率に対する下方乖離をもたらしているのであ
る．ただ，同乖離は限定的であり，近似精度は総じて非常に高いと評価できる．また，かか
る乖離が安定的なものであれば，同乖離を補正する運用により対処できる．
現実の投資比率と整合的な例として取り上げた (γ, ζ) = (5.0, 0.80)の場合の近似解の近似

精度については，消費・富比率は非常に高く，投資比率も総じて非常に高かった．上記効用
は，異時点間代替弾力性（相対的異時点間変動回避度の逆数）が 1を上回り，代替効果が所
得効果を上回る場合であるが，最後に，異時点間代替弾力性が 1を下回り，代替効果が所得
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効果を下回る場合にも，近似解の精度が維持されるか否かを (γ, ζ) = (5.0, 1.25)の場合で検
証する．
まず，上記数値解法を適用した結果，代数方程式 (5.24)-(5.26)の解は 1組であったので，

同解に基づいて，近似解と厳密解を得た．同近似解と同厳密解を最適消費・富比率で比較し
た（図 7参照）．厳密解に基づく最適消費・富比率は，ζ = 0.80の場合に比べ 50%程度の水
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図 7: (γ, ζ) = (5.0, 1.25)の場合の近似最適消費・富比率の近似精度

準に低下している．これは，相対的異時点間変動回避度が高いため，実質金利の変動に伴う
富収益率の変動を消費変動に影響させないように，富収益率の水準を高めようとする動機に
基づいていると解釈できる．実際，実質金利の変動（−4.0%～3.0%）に対する消費・富比率
の変動幅は，ζ = 0.80の場合は約 0.03%であったのに対し，ζ = 1.25の場合は約 0.01%に止
まっている．
また，ζ = 0.80の場合とは逆に，実質金利の上昇に伴い消費・富比率は上昇しているが，

これは，相対的異時点間変動回避度が 1より大きく，所得効果が代替効果を上回っているこ
とに起因していると解釈できる．尚，最適消費・富比率はGの減少関数であったので，最適
消費・富比率が実質金利の増加関数であることは，Gr < 0を意味していることに留意せよ．
そして，近似解と厳密解を比較すると，殆ど一致しており，近似精度は非常に高い．ただ，

実質金利が高金利水準（約 2%）に達すると，近似消費・富比率は厳密消費・富比率に対し
非常に僅かながら下方に乖離している（図 8参照）．
これは近似値 G̃rが高金利水準では厳密値Grに対し上方に僅かながら乖離していること

（Gr < G̃r < 0）を示している．
次に，近似解析解と厳密解を株式指数の最適投資比率で比較した（図9参照）．実質金利が高

金利水準（約2%）に達するまでは，近似投資比率は厳密投資比率と殆ど一致しているが，同水
準を超えると，厳密投資比率に対する上方乖離が僅かながら生じている．(γ, ζ) = (5.0, 1.25)

の場合，(5.80)式において，
(1− γ)ζ

γ(1− ζ)
Σ > 0,

であることを考慮すると，高金利水準における近似値 G̃r の厳密値 Gr に対する上方乖離
（Gr < G̃r < 0）が近似投資比率の厳密投資比率に対する上方乖離をもたらしているのであ
る．ただ，同乖離は非常に限定的であり，近似精度は非常に高いと評価できる．
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図 8: (γ, ζ) = (5.0, 1.25)の場合の高金利水準における近似最適消費・富比率の近似精度
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図 9: (γ, ζ) = (5.0, 1.25)の場合の近似最適投資比率の近似精度
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6. 相似拡大的頑健効用消費者の無限時間証券投資問題

本章では，相似拡大的頑健効用消費者の無限時間証券投資問題を考察する．12

6.1. 相似拡大的頑健効用と消費者の消費と証券投資の最適化問題

ナイトの不確実性下，相似拡大的頑健効用 13（Maenhout [30]）を有する消費者は現実の
確率測度として Pを尤も有り得べき確率測度（以下，「参考確率」と呼ぶ）と認識している
が，参考確率P以外の確率測度である可能性を否定できない．そこで，消費者は参考確率P

以外の確率測度の候補として，全ての等価確率測度 14の集合 Pを想定する．尚，任意の等
価確率測度 Pξは，Girsanovの定理により，Novikovの可積分条件を満たす可測過程 ξによ
り，Radon-Nikodým微分として，次式のように表現されることに留意せよ．

dPξ

dP
= exp

(∫ ∞

0

ξt dBt −
1

2

∫ ∞

0

ξ′tξtdt

)
.

そして，消費者は各消費計画に対し最悪の場合の等価確率測度を想定して，P上で期待効用
汎関数を最小化する等価確率測度（以下，「最悪確率」と呼ぶ）を求める．この際，参考確
率 Pを尤も有り得べき確率と認識している以上，参考確率 Pと大幅に乖離する最悪確率を
想定することは慎重を通り越して杞憂の謗りを免れない．そこで，最悪確率決定時に参考確
率 Pとの乖離を次のように制御する相似拡大的頑健効用を効用汎関数とする 15．

U(c) = inf
Pξ∈P

Eξ

[∫ ∞

0

e−βt

{
c1−γ
t

1− γ
+

(1− γ)U ξ
t (c)

2δ
ξ′tξt

}
dt

]
, (6.1)

ここで，EξはPξの下での期待値，βは割引率，γは相対的危険回避度，δは「曖昧性の回避
度合」を表す正の定数，U ξ

t は次式で再帰的に定義される効用過程である．

U ξ
t (c) = Eξ

t

[∫ ∞

t

e−β(s−t)

{
c1−γ
s

1− γ
+

(1− γ)U ξ
s (c)

2δ
ξ′sξs

}
ds

]
. (6.2)

以下では，δを「相対的曖昧性回避度」と呼ぶ．
留意点 6.1. (6.1)式において，δ ↘ 0とすると，最小化問題の結果得られる最悪確率は
ξ∗ = 0，すなわち Pξ∗ = Pとなり，相似拡大的頑健効用は CRRA効用に縮退する．相似拡
大的頑健効用は，経済学で標準的効用とされてきたCRRA効用を，ナイトの不確実性の存
在する環境に，相似拡大性を保持しながら拡張したものと解釈できる．
仮定 6.1. 消費者は相似拡大的頑健効用 (6.1)の最大化を企図する．
間接効用汎関数 Jξが次式で再帰的に定義される．

Jξ(Xt) = Eξ
t

[∫ ∞

t

e−β(s−t)

{
c1−γ
s

1− γ
+

(1− γ)Jξ(Xs)

2δ
ξ′sξs

}
ds

]
. (6.3)

12本章は，バトボルド他 [7]の研究成果である．
13相似拡大的頑健効用は，Anderson et al. [2]が提案した「頑健効用」に相似拡大性を付与すべく，Maen-

hout [30]が修正したものである．
14ここで，P̃が Pの等価確率測度とは，両測度の零集合が一致している場合（P(A) = 0 ⇔ P̃(A) = 0）を
言う．

15相似拡大的頑健効用の本表現は，Skiadas [34]による割引相対エントロピー過程Rξ
t の次式の表現を利用

している．

Rξ
t =

1

2
Eξ
t

[∫ ∞

t

e−β(s−t)ξ′sξsds

]
.
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このとき，本稿における消費と投資の最適化問題及び価値関数V (X0)が次式で定義される．

V (X0) = sup
u∈B(X0)

inf
Pξ∈P

Jξ(X0). (6.4)

6.2. 最悪確率と最適消費・投資の決定

本節では，頑健性確保のための最悪確率の決定問題を解いた後，同確率を織り込んだHJB

方程式から推測された価値関数を構成する未知関数G(Xt)の偏微分方程式を導出する．

6.2.1. 最悪確率の決定

最悪確率候補としての等価確率測度 Pξの下での標準ブラウン運動Bξ
t は，

Bξ
t = Bt −

∫ t

0

ξs ds,

と表されるので，等価確率測度Pξの下での状態変数に関する確率微分方程式は次のように
書き改められる．

dXt =

((
Wt(rt + Ψ ′

tΛt)− ct
K(θ −Xt)

)
+

(
WtΨ

′
t

Σ

)
ξt

)
dt+

(
WtΨ

′
t

Σ

)
dBξ

t . (6.5)

従って，相似拡大的頑健効用における最適化の必要条件であるHJB方程式は次式のよう
に表される．

sup
u∈B(X0)

inf
Pξ∈P

{(
Wt (rt + Ψ ′

tΛt)− ct
K(θ −Xt)

)′(
Jξ
W

Jξ
X

)
+

1

2
tr

[(
WtΨ

′
t

Σ

)(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
Jξ
WW Jξ

WX

Jξ
XW Jξ

XX

)]

− βJξ +
c1−γ
t

1− γ
+

(1− γ)Jξ

2δ
ξ′tξt + ξ′t

(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
Jξ
W

Jξ
X

)}
= 0, (6.6)

s.t. lim
T→∞

E[e−βTJξ（XT )] = 0.

HJB方程式 (6.6)における ξに関する最小化条件より，最悪確率測度Pξ∗が次のように求
められる．

ξ∗t = − δ

(1− γ)J∗

(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
J∗
W

J∗
X

)
, (6.7)

ここで，J∗は最悪確率下の間接効用 Jξ∗の簡略表記である．
留意点 6.2. 予算制約式 (2.21)式，最悪確率 (6.7)式より，最悪確率下の予算制約式は次式
のように表される．

dWt

Wt

=

{
rt + Ψ ′

t

(
Λt −

δ

(1− γ)J∗

(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
J∗
W

J∗
X

))
− ct

Wt

}
dt+ Ψ ′

t dB
ξ∗

t . (6.8)

(6.8)式の富の実質期待収益率における投資 Ψ ′
tの積の対象となっている括弧内の項は，相対

的曖昧性回避度 δの消費者にとっての，最悪確率における単位投資リスク当たりの対価と解
釈できる．留意点 2.1で示したように，曖昧性が考慮されない場合の単位投資リスク当たり
の対価は，全消費者共通のリスクの市場価格であったのに対し，相似拡大的頑健効用消費者
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にとっての最悪確率下の単位投資リスク当たりの対価は，相対的曖昧性回避度に依存してお
り，消費者によって異なることを示している．(6.8)式は，より曖昧性回避的な相似拡大的
頑健効用消費者であるほど，最悪確率において，単位投資リスク当たりの対価をリスクの市
場価格よりも低く想定し，その結果，最悪確率下の富過程の実質期待超過収益率を低く想定
することを示している．
最悪確率測度 P∗をHJB方程式 (6.6)に代入すると，次式を得る．

sup
u∈B(X0)

[(
Wt (rt + Ψ ′

tΛt)− ct
K(θ −Xt)

)′(
J∗
W

J∗
X

)
+

1

2
tr

[(
WtΨ

′
t

Σ

)(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
J∗
WW J∗

WX

J∗
XW J∗

XX

)]

− βJ∗ +
c1−γ

1− γ
− δ

2(1− γ)J∗

(
J∗
W

J∗
X

)′(
WtΨ

′
t

Σ

)(
WtΨ

′
t

Σ

)′(
J∗
W

J∗
X

)]
= 0. (6.9)

6.2.2. 最悪確率下の最適消費・投資の決定

HJB方程式における最大化の 1階の条件から制御変数の最適解 u∗ = (c∗, Ψ ∗)は次式を満
たしている．

c∗t = V
− 1

γ

W , (6.10)

Ψ ∗
t =

πt

W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) , (6.11)

ここで，

πt = Wt

{
−VWΛt + Σ′

(
δVW

(1− γ)V
VX − VXW

)}
. (6.12)

留意点 6.3. (6.11)式は次のように書き換えられる．

Ψ ∗
t =

−VW

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)Λt + Σ′
δVW

(1−γ)V
VX − VXW

Wt

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) . (6.13)

危険証券（非短期債）に対する需要は 2項に分解される．第 1項は潜在変数の変化を考慮し
ない近視眼的需要を表している．第 2項は，潜在変数の変化に伴い将来の効用が変動するリ
スクに対する保険需要を表している．この効用の変動リスクは，状態変数Xtの変動に起因
する投資機会集合（予算制約式）の変化から生じるものと解釈できる．
最適消費 (6.10)式と最適投資 (6.11)式をHJB方程式 (6.9)に代入し，

WtVWΛ′
tΨ

∗
t +

1

2
tr

[(
Wt(Ψ

∗
t )

′

Σ

)(
Wt(Ψ

∗
t )

′

Σ

)′(
VWW VWX

VXW VXX

)]

− δ

2(1− γ)V

(
VW

VX

)′(
Wt(Ψ

∗
t )

′

Σ

)(
Wt(Ψ

∗
t )

′

Σ

)′(
VW

VX

)

=
1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

δ

2(1− γ)V
V ′
XΣΣ

′VX − π′
tπt

2W ∗2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) , (6.14)
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に注意して整理すると，次の価値関数 V に関する偏微分方程式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

δ

2(1− γ)V
V ′
XΣΣ

′VX − π′
tπt

2W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)
+WtrtVW + {K(θ −Xt)}′VX +

γ

1− γ
V

− 1−γ
γ

W − βV = 0. (6.15)

価値関数はXtの未知関数G(Xt)を用いて次の関数形で表されると推測される．

V (Xt) =
W 1−γ

t

1− γ

(
G(Xt)

)γ
. (6.16)

(6.16)式で表される価値関数 V に偏微分を施し，(6.11)式に代入し，価値関数の偏微分結果
とともに偏微分方程式 (6.15)に代入すると，次の命題を得る．
命題 6.1. 仮定 2.1・2.2・6.1の下，本問題 (6.4)の最適消費，最適投資は，それぞれ (6.17)

式，(6.18)式を満たしており，価値関数 V を構成する未知関数G(Xt)は 2階の偏微分方程
式 (6.19)の解である．

c∗t =
Wt

G(Xt)
, (6.17)

Ψ ∗
t =

1

γ + δ
Λt +

(
1− 1

γ + δ

)
γ

γ − 1
Σ′GX(Xt)

G(Xt)
, (6.18)

1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G
+

{
K(θ −Xt) +

γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

tΣ

}
GX

G

+
1

G
− γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

tΛt −
γ − 1

γ
rt −

β

γ
= 0. (6.19)

留意点 6.4. 以下では，相対的危険回避度と相対的曖昧性回避度の和を「相対的不確実性回
避度」，相対的不確実性回避度の逆数を「相対的不確実性許容度」と呼ぶことにする．(6.18)

式では，相似拡大的頑健効用消費者の最適投資が，単位投資リスク当たりの対価を相対的不
確実性回避許容度で，状態変数の変化に伴う将来の短期金利低下リスクに対する投資の保
険価値を「1−相対的不確実性許容度」で重み付けた加重平均として表されている．留意点
6.2で，相似拡大的頑健効用消費者は，最悪確率下で単位投資リスク当たりの対価をリスク
の市場価格よりも相対的曖昧性回避度に応じて低く想定することを示した．すなわち，相似
拡大的頑健効用消費者は，最悪確率決定の第 1段階で，単位投資リスク当たりの対価をリス
クの市場価格よりも相対的曖昧性回避度に応じて低く想定し，消費・投資決定の第 2段階で，
第 1段階で低く想定された最悪確率下の単位投資リスク当たりの対価を相対的危険回避度に
応じてさらに低く評価する．(6.18)式は，両回避度のかかる効果が相俟って，両回避度の和
である相対的不確実性回避度が単位投資リスク当たりの対価を相対的に低く評価する一方，
状態変数の変化に伴う将来の短期金利低下リスクに対する投資の保険価値を相対的に高く
評価していることを示唆しており，非常に興味深い結果である．

証明. まず，最適消費は，

c∗t = V
− 1

γ

W =

{(
G

Wt

)γ}− 1
γ

=
Wt

G
,
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すなわち，(6.17)式が得られる．
次に，価値関数に偏微分を施すと，次の式群を得る．

WtVW = (1− γ)V, VX = γ V
GX

G
, W 2

t VWW = −γ(1− γ)V,

WtVXW = γ(1− γ)V
GX

G
, VXX = γ V

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
.

価値関数の偏微分結果より，最適投資 (6.11)式右辺の分子・分母は次のように表される．

πt = V

(
(γ − 1)Λt + γ(γ + δ − 1)Σ′GX

G

)
, (6.20)

W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1− γ)V

)
= (γ − 1)(γ + δ)V. (6.21)

ゆえに，最適投資 (6.11)式に (6.20)(6.21)式を代入すると，(6.18)式を得る．
価値関数 V の偏微分方程式 (6.15)における第 1項～第 3項については，(6.20)(6.21)式を

代入し整理すると，次式が得られる．

1

2
tr [ΣΣ′VXX ]−

δ

2(1− γ)V
V ′
XΣΣ

′VX − π′
tπt

2W 2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)
=

γ

2
V tr

[
ΣΣ′

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}]
+

γ2δ

2(γ − 1)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G

− 1

2(γ − 1)(γ + δ)
V

(
(γ − 1)Λ′

t + γ(γ + δ − 1)
G′

X

G
Σ

)(
(γ − 1)Λ′

t + γ(γ + δ − 1)
G′

X

G
Σ

)′

　 = V

{
γ

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
− γ − 1

2(γ + δ)
Λ′

tΛt −
γ(γ + δ − 1)

γ + δ
Λ′

tΣ
′GX

G

+
γ

2

(
γ − 1 +

γδ

γ − 1
− γ(γ + δ − 1)2

(γ − 1)(γ + δ)

)
G′

X

G
ΣΣ′GX

G

}
= γV

{
1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
− γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

tΛt−
γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

tΣ
′GX

G
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G

}
.

(6.22)

価値関数の偏微分方程式 (6.15)における第 6項については，(6.10)式と (6.17)式を用いて
整理すると，

γ

1− γ
V

1− 1
γ

W = γ
V

W

{(
G

W

)γ}
− 1

γ = γ
V

G
, (6.23)

を得る．
(6.22)(6.23)式等を価値関数の偏微分方程式 (6.15)に代入し，両辺を γV で除して整理す

ると，(6.19)式が得られる．

6.3. 対数線形近似法による近似解析解の導出

本節では，前節で導出された偏微分方程式の非斉次項を Campbell and Viceira [15]，楠
田 [25]の方法で対数線形近似し，近似解析解を導出する．
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6.3.1. 偏微分方程式の非斉次項の対数線形近似

非線形・非斉次偏微分方程式 (6.19)における非斉次項 1/Gを (4.22)式で近似し，Λt，rt
に，それぞれ (2.3)式，(2.4)式を代入すると，次の近似偏微分方程式を得る．

1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G

+

{
K(θ −Xt)−

γ + δ − 1

γ + δ
Σ(λ+ ΛXt)

}′
GX

G
− g1 logG

+ g0 −
γ − 1

2γ(γ + δ)
(λ+ ΛXt)

′(λ+ ΛXt)−
γ − 1

γ
(r0 + r′Xt)−

β

γ
= 0. (6.24)

近似偏微分方程式 (6.24)の解は，次式で表される 2次形式の指数関数と推測される．

G(Xt) = exp

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
.

ここで，Aは一般性を失うことなく対称行列である．

6.3.2. 近似解析解

関数Gに偏微分を施し，偏微分方程式 (6.24)に代入し，g0に (4.23)式を代入すると，次
式を得る．

1

2
tr [ΣΣ′ (aa′ + A+ aX ′

tA+ AXta
′ + AXtX

′
tA)]

+
δ

2(γ − 1)(γ + δ)
(a′ +X ′

tA) ΣΣ
′ (a+ AXt)

+

{
Kθ − γ + δ − 1

γ + δ
Σλ−

(
K +

γ + δ − 1

γ + δ
ΣΛ

)
Xt

}′

(a+ AXt)

+ g1(1− log g1)− g1

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)
− γ − 1

2γ(γ + δ)
(λ′λ+ 2λ′ΛXt +X ′

tΛ
′ΛXt)

− γ − 1

γ
(r0 + r′Xt)−

β

γ
= 0. (6.25)

上式はXtに関する恒等式なので，次の (a0, a, A)に関する代数方程式が導出される．

γ(γ + δ − 1)

2(γ − 1)(γ + δ)
a′ΣΣ′a+

1

2
tr[ΣΣ′A] +

{
Kθ − γ + δ − 1

γ + δ
Σλ

}′

a

+ g1(1− a0 − log g1)−
γ − 1

2γ(γ + δ)
λ′λ− γ − 1

γ
r0 −

β

γ
= 0, (6.26)

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
AΣΣ′a+AKθ−K ′a−γ + δ − 1

γ + δ
(AΣλ+Λ′Σ′a)−g1a−

γ − 1

γ(γ + δ)
Λ′λ−γ − 1

γ
r = 0,

(6.27)
γ(γ + δ − 1)

2(γ − 1)(γ + δ)
AΣΣ′A−

(
K ′ +

γ + δ − 1

γ + δ
Λ′Σ′

)
A− 1

2
g1A− γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′Λ = 0, (6.28)

ここで，g1は (4.28)式で表されている．
このとき，次の命題を得る．
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命題 6.2. 仮定 2.1・2.2・6.1の下，本問題 (6.4)の近似価値関数，近似最適消費，近似最適
投資は次を満たしている．

Ṽ (Xt) =
W 1−γ

t

1− γ
exp

[
γ

(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
, (6.29)

c̃∗t = Wt exp

[
−
(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
, (6.30)

Ψ̃ ∗
t =

1

γ + δ
(λ+ ΛXt) +

(
1− 1

γ + δ

)
γ

γ − 1
Σ′ (a+ AXt) , (6.31)

ここで，(a0, a, A)は代数方程式 (6.26)-(6.28)の解である．
留意点 6.5. 前章の Epstein-Zin効用の場合の近似最適投資 (5.29)式より，相対的危険回避
度 γ̂，相対的異時点間変動回避度（異時点間代替弾力性の逆数）ζ̂ の Epstein-Zin効用消費
者の近似最適投資は次式で表される．

Ψ̂t =
1

γ̂
(λ+ ΛXt) +

(
1− 1

γ̂

)
ζ̂

ζ̂ − 1
Σ′(a+ AXt). (6.32)

相似拡大的頑健効用 (γ, δ)を持つ消費者と Epstein-Zin効用 (γ̂, ζ̂)を持つ消費者の回避度が
次式の関係にある場合， (

γ̂

ζ̂

)
=

(
1 1

1 0

)(
γ

δ

)
, (6.33)

外部の観察者からは当該消費者が相似拡大的頑健効用 (γ, δ)を持っているのか，Epstein-Zin

効用 (γ̂, ζ̂)を持っているのかを識別し難いということになる．これは，既にMaenhout [30]

が，Black-Scholes証券市場モデル（状態変数が富過程のみで，金利一定且つリスクの市場
価格一定）の下，消費者が短期債と株式に投資する問題において指摘していることである
が，一般次元のアフィン潜在ファクター証券市場モデルの下，消費者が短期債，全満期の物
価連動債，非債券主要指数に投資する本問題において再確認された．
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7. 生保頑健運用問題

本章では，前章の相似拡大的頑健効用消費者の証券投資モデルの枠組みを生命保険の頑健
運用問題に応用し，近似解析解を導出する．16

7.1. 生命保険会社のモデル化

生命保険会社は一般に死亡保険，生存保険，生死混合保険，医療保険等を販売している．
我が国では，医療保険等の積立金額・運用残高は小さいので，生命保険会社の生命保険運用
問題を考察する本稿では，死亡保険，生存保険，生死混合保険の 3種の生命保険を対象とす
れば十分である．また，生死混合保険は死亡保険と生存保険の混合保険なので，畢竟，生命
保険会社のこれら 3種の生命保険の販売に基づく保険料収入と解約返戻金・保険金等債務は
生死混合保険で代表される．そこで本稿では，生死混合保険の代表的商品である養老保険を
対象とする．尚，生死混合保険における死亡保険部分の積立金額・運用残高は小さいので，
本稿の生命保険会社の運用モデル構築に際しては，生死混合保険における生存保険部分を中
心に抽象化作業を行うことを予め留意されたい．
今，相互会社形態の生命保険会社（以下，「生保」）が一定年齢を満期とする契約期間 τ̄ 年，

満期保険金が一口 1円の一時払い養老保険を販売している．当該養老保険の予定利率，解約
時の解約返戻金，死亡時の保険金については，次の仮定を置く．
仮定 7.1. 1. 生保は当該養老保険の保険料を予定利率（連続複利ベース）が満期までの期

間 τ̄ の物価連動債の利率から一定率 κ1（同）引き下げた利率となるように設定して販
売している．すなわち，時点 tにおける当該養老保険の保険料は一口 exp(−κ1τ̄)P

t+τ̄
t

円に設定されている．

2. 契約者が時点 tで満期までの期間τの養老保険を解約した場合，一口当りexp(−κ1τ)P
t+τ
t

円の解約返戻金が支払われる．

3. 被保険者が時点 tに満期までの期間 τ を残して死亡した場合は，受取人に満期保険金
（一口当り 1円）が支払われる．

被保険者が時点 tに満期までの期間 τ を残して死亡した場合に受取人に支払われる一口当
りの満期保険金 1円は養老保険における生存保険金（解約）価値 exp(−κ1τ)P

t+τ
t 円と死亡

保険金価値 (1− exp(−κ1τ)P
t+τ
t )円の合計金額と解釈できる．まず，後者の死亡保険金支払

いを除いた養老保険を考察する．このとき，生保は満期までの期間 τ の養老保険の各時点 t

における販売と解約返戻金・保険金支払いを通じて市場価値

Lt+τ
t = exp(−κ1τ)P

t+τ
t (7.1)

円の証券を売買していると見做せる．すなわち，生保の当該養老保険販売は一口当りexp(−κ1τ̄)

P t+τ̄
t 円の当該証券を空売りしており，当該養老保険解約時返戻金・死亡時保険金exp(−κ1τ)P

t+τ
t

の支払いは当該証券の市場価値での買戻しと見做せる．そこで以下では，当該養老保険を当
該生命保険会社のみが空売りでき，契約者・受取人のみが当該生保に解約時・死亡時に随時
買戻しを請求できる特殊な店頭売買証券に見立てる．
このとき，満期 T の生命保険証券の市場価格LT について，(7.1)式を微分し，(2.7)式を

用いると，次の確率微分方程式が得られる．

dLT
t

LT
t

= (rt + ΣΛt − κ1) dt+ Σ dBt. (7.2)

16本章は，バトボルド他 [8]の研究成果である．
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当該養老保険を証券に見立てると，生保は当該養老保険の販売と解約返戻金・保険金支払い
を通じて，満期までの期間 [0, τ̄ ]の養老保険証券群の空売りポートフォリオを組成している
と見做せる．
満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の養老保険の時点 tにおける富Wtに対する保険債務比率（空

売り投資比率）を πt(τ)dτ と表記する．すなわち，πt(τ)は保険債務比率密度過程を表して
いる．保険債務比率密度過程は，分母の富の成長率，分子の保険債務残高を減少させる死亡
率と解約率に依存する．富の成長率，死亡率，解約率は，状態変数と満期までの期間に依存
すると考えられるので，次のように仮定する．
仮定 7.2. 保険債務比率密度過程 πt(τ)は次式に従う．

πt(τ) = π0(τ) + π(τ)′Xt, (7.3)

ここで，π0, πは区間 [0, τ̄ ]における可積分関数である．
各期 [t, t + dt]における満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の死亡保険金支払い総額を考察するた

め，当該死亡保険金の契約口数を ζt(τ)dτdtと表記する．被保険者の死亡率は一般に年齢の
増加関数とされているので，満期までの期間のある減少関数 ε1(τ)で表されると仮定する．
このとき，各期 [t, t + dt]における満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の死亡保険金支払い総額は
ε1(τ)ζt(τ)(1− exp(−κ1τ̄)P

t+τ
t )dτdtと表される．これは次のように書き換えられる．

ε1(τ)ζt(τ)(1− exp(−κ1τ̄)P
t+τ
t )dτdt = ε1(τ)

(
1

exp(−κ1τ̄)P
t+τ
t

− 1

)
πt(τ)Wtdτdt.

上式右辺の (1/ exp(−κ1τ̄)P
t+τ
t − 1)は状態変数の関数であり，且つ満期までの期間の増加関

数である．死亡保険の積立金額・運用残高は生存保険に比べて著しく小さく，積立金額・運
用残高全体に対する占率が著しく小さいことを考慮し，状態変数の変動を無視するほか，満
期までの期間 τ の影響については，τ の増加関数 ε1(τ)の影響と相殺すると見做し，次式が
成り立っていると仮定する．

ε1 = ε1(τ)

(
1

exp(−κ1τ̄)P
t+τ
t

− 1

)
, (7.4)

ここで，ε1は正の定数である．
また，保険の販売，積立金の運用・管理等に係る役職員給与を除く諸経費は運用残高に比

例すると仮定する．以上の考察より，次の仮定を設ける．
仮定 7.3. 1. 各期 [t, t+ dt]における満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の死亡保険金（生存保険

価値除く）の支払い総額は ε1πt(τ)Wtdτdtである．

2. 各期 [t, t+ dt]における満期までの期間 [τ, τ + dτ ]の保険積立金の運用・管理等に係る
役職員給与を除く経費は ε2πt(τ)Wtdτdtである．ここで，ε2は正の定数．

以下では，富に対する全保険債務比率をΠtとそれぞれ略記する．すなわち，

Πt =

∫ τ̄

0

πt(τ) dτ. (7.5)

仮定 7.3の下，Πtは次式を満たしている．

Πt = Π0 +Π ′Xt, (7.6)
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ここで，

Π0 =

∫ τ̄

0

π0(τ) dτ, Π =

∫ τ̄

0

π(τ) dτ. (7.7)

生保の効用汎関数の変数については，次の仮定を置く．
仮定 7.4. 生保は各期 [t, t+ dt]の基礎利益（内部留保除く）と役職員給与の合計金額 ctdtに
基づく効用汎関数 U(c)を所持している．
以下では，ctを「基礎利益等」と呼ぶ．

7.2. 生保頑健運用問題

以下では，次の記法を用いる．

Ψt =

{∫ τ̄

0

(
φt(τ)− πt(τ)

)
b(τ) dτ +

J∑
j=1

Φj
tbj

}′

Σ. (7.8)

以下，Ψtを「純投資」と略称する．
以上より，生保の予算制約式が導かれる．

補題 7.1. 仮定 2.1，2.2，7.1-7.4の下，富過程W は次の予算制約式を満たす．

dWt = {Wt (rt + κΠt + Ψ ′
tΛt)− ct} dt+WtΨt dBt, (7.9)

ここで，κ = κ1 − ε1 − ε2.

証明. 時点 tにおける満期までの期間 τ の物価連動債価格を Pt(τ)，満期までの期間 τ の養
老保険価格をLt(τ)と表記する．短期安全証券，物価連動債，主要指数から組成されるポー
トフォリオを (ϑP , (ϑP (τ)), (ϑi))とし，養老保険の契約口数を (ϑL(τ))とすると，次式が成り
立つ．

Wt = ϑP
t Pt +

∫ τ̄

0

ϑP
t (τ)Pt(τ)dτ +

J∑
j=1

ϑi
tS

j
t −

∫ τ̄

0

ϑL
t (τ)Lt(τ)dτ. (7.10)

このとき，自己資金充足的ポートフォリオ (ϑ, (ϑ(τ)), (ϑi))は，次式を満たしている．

dWt = ϑP
t dPt+

∫ τ̄

0

ϑP
t (τ)dPt(τ)dτ+

J∑
j=1

ϑi
tdS

j
t−
∫ τ̄

0

ϑL
t (τ)dLt(τ)dτ−

{
(ε1+ε2)ΠtWt+ct

}
dt

= Wt

{(
1−

∫ τ̄

0

(
φt(τ)− πt(τ)

)
dτ −

J∑
j=1

Φj
t

)
dPt

Pt

+

∫ τ̄

0

φt(τ)
dPt(τ)

Pt(τ)
dτ −

∫ τ̄

0

πt(τ)
dLt(τ)

Lt(τ)
dτ

+
J∑

j=1

Φj
t

dSj
t

Sj
t

− (ε1 + ε2)Πtdt

}
− ctdt. (7.11)

上式に，(2.6)(2.7)(2.9)(7.2)式を代入し，整理すると，(7.9)式を得る．

仮定 7.5. 生保は各期 [t, t+ dt]の基礎的利益 ctdtに基づく，次式で表される相似拡大的頑健
効用の最大化を企図する．

U(c) = inf
P ξ∈P

Eξ

[∫ ∞

0

e−βt

{
c1−γ
t

1− γ
+

(1− γ)U ξ
t (c)

2δ
ξ′tξt

}
dt

]
, (7.12)
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ここで，γは相対的危険回避度，δは相対的曖昧性回避度，U ξ
t は次式で再帰的に定義される

効用過程である．

U ξ
t (c) = Eξ

t

[∫ ∞

t

e−β(s−t)

{
c1−γ
s

1− γ
+

(1− γ)U ξ
s (c)

2δ
ξ′sξs

}
ds

]
. (7.13)

また，予算制約式 (7.9)を満たす制御過程 ut = (ct, Ψt)を初期状態X0 = (W0, X
′
0)

′に対す
る許容的制御と呼び，許容的制御の集合を B̃(X0)と表記する．
間接効用汎関数」Jξが次式で再帰的に定義される．

Jξ(Xt) = Eξ
t

[∫ ∞

t

e−β(s−t)

{
c1−γ
s

1− γ
+

(1− γ)Jξ(Xs)

2δ
ξ′sξs

}
ds

]
. (7.14)

このとき，生保頑健運用問題及び価値関数 V (X0)が次式で定義される．

V (X0) = sup
u∈B̃(X0)

inf
Pξ∈P

Jξ(Xt). (7.15)

7.3. 生保頑健運用問題の近似解析解

生保頑健運用問題における最適投資の近似解析解を導出する．

7.3.1. 最悪確率の決定

最悪確率候補としての等価確率測度 Pξの下での標準ブラウン運動Bξは，

Bξ
t = Bt −

∫ t

0

ξs ds,

と表されるので，等価確率測度Pξの下での状態過程Xtに関する確率微分方程式は次のよう
に書き改められる．

dXt = (µt + σtξt) dt+ σt dB
ξ
t , (7.16)

ここで，

µt =

(
Wt(rt + κΠt + Ψ ′

tΛt)− ct
K(θ −Xt)

)
, σt =

(
WtΨ

′
t

Σ

)
. (7.17)

従って，相似拡大的頑健効用における最適化の必要条件であるHJB方程式は次式のよう
に表される．

sup
u∈B̃(X0)

inf
P ξ∈P

{
µ′
tJX +

1

2
tr [σtσ

′
tJXX]− βJ +

c1−γ
t

1− γ
+

(1− γ)J

2δ
ξ′tξt + ξ′tσ

′
tJX

}
= 0, (7.18)

s.t. lim
T→∞

E[e−βTJ（XT )] = 0.

HJB方程式 (7.18)における ξに関する最小化条件より，最悪確率測度Pξ∗が次のように求
められる．

ξ∗t = − δ

(1− γ)J
σ′
tJX. (7.19)

最悪確率測度 P ξ∗をHJB方程式 (7.18)に代入すると，次式を得る．

sup
u∈B̃(X0)

[
µ′
tJX +

1

2
tr [σtσ

′
tJXX]− βJ +

c1−γ
t

1− γ
− δ

2(1− γ)J
J ′
Xσtσ

′
tJX

]
= 0. (7.20)
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7.3.2. 最悪確率下の効用最大化

HJB方程式における最大化の必要条件から制御変数の最適解 u∗ = (c∗, Ψ ∗)は次式を満た
している．

c∗t = V
− 1

γ

W , (7.21)

Ψ ∗
t =

−VWΛt

W ∗
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) +
Σ′
(

δVW

(1−γ)V
VX − VXW

)
W ∗

t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) , (7.22)

ここで，W ∗
t は最適制御 u∗により達成される富過程である．

最適基礎利益等 (7.21)式と最適純投資 (7.22)式をHJB方程式 (7.20)に代入して得られる
偏微分方程式から間接効用関数はXtの未知関数G(Xt)を用いて次の関数形で表されると推
測される．

V (Xt) =
W 1−γ

t

1− γ
(G(Xt))

γ . (7.23)

間接効用関数 V に偏微分を施し，上記偏微分方程式に代入すると，次の命題を得る．
命題 7.1. 仮定 2.1，2.2，7.1-7.5の下，本問題 (7.15)の最適基礎利益等，最適純投資は，そ
れぞれ (7.24)式，(7.25)式を満たしており，関数 J を構成する未知関数G(Xt)は偏微分方
程式 (7.26)の解である．

c∗t =
W ∗

t

G
, (7.24)

Ψ ∗
t =

1

γ + δ
Λt +

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
Σ′G

′
X

G
, (7.25)

1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G
+

{
K(θ −Xt) +

γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

tΣ

}
GX

G
+

1

G

−
(

γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

tΛt +
γ − 1

γ
(rt + κΠt) +

β

γ

)
= 0. (7.26)

7.3.3. 対数線形近似法による近似解の導出

偏微分方程式 (7.26)は非斉次項 1/Gを次式で対数線形近似する．

1

G(Xt)
≈ g0 − g1 logG(Xt),

ここで，g0は (4.23)式，g1は (4.24)式で与えられている．
そして，Λt，rtに，それぞれ (2.3)式，(2.4)式を代入すると，次の近似偏微分方程式を

得る．

1

2
tr

[
ΣΣ′GXX

G

]
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

G′
X

G
ΣΣ′GX

G
+

{
K(θ −Xt)−

γ + δ − 1

γ + δ
Σ(λ+ ΛXt)

}′
GX

G

−g1 logG+g0−
γ − 1

2γ(γ + δ)
(λ+ΛXt)

′(λ+ΛXt)−
γ − 1

γ
{r0+κΠ0+(r+κΠ)′Xt}−

β

γ
= 0.

(7.27)
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近似偏微分方程式 (7.27)の解が (4.26)式で表される 2次形式の指数関数であることは容
易に推測される．
このとき，g1は補題 4.1で計算される．関数G(Xt)が近似偏微分方程式 (7.27)の解とし

て近似されている場合の間接効用関数，最適基礎利益等，最適純投資をそれぞれ「近似間接
効用関数」，「近似最適基礎利益等」，「近似最適純投資」と呼び，それぞれ J̃ , c̃∗, Ψ̃ ∗と表記す
る．このとき，次の命題を得る．
命題 7.2. 仮定 2.1，2.2，7.1-7.5の下，本問題 (7.15)の近似最適基礎利益等，近似最適投資
は次を満たしている．

c̃∗t = W ∗
t exp

[
−
(
a0 + a′Xt +

1

2
X ′

tAXt

)]
, (7.28)

Ψ̃ ∗
t =

1

γ + δ
(λ+ ΛXt) +

γ(γ + δ)

(γ − 1)(γ + δ)
Σ′ (a+ AXt) , (7.29)

ここで，(a0, a, A)は代数方程式 (7.30)-(7.32)の解である．

γ(γ + δ − 1)

2(γ − 1)(γ + δ)
a′ΣΣ′a+

1

2
tr[ΣΣ′A] +

{
Kθ − γ + δ − 1

γ + δ
Σλ

}′

a

+ g1(1− a0 − log g1)−
γ − 1

2γ(γ + δ)
λ′λ− γ − 1

γ
(r0 + κΠ0)−

β

γ
= 0, (7.30)

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
AΣΣ′a+ AKθ −K ′a− γ + δ − 1

γ + δ
(AΣλ+ Λ′Σ′a)

− g1a−
γ − 1

γ(γ + δ)
Λ′λ− γ − 1

γ
(r + κΠ) = 0, (7.31)

γ(γ + δ − 1)

2(γ − 1)(γ + δ)
AΣΣ′A−

(
K ′ +

γ + δ − 1

γ + δ
Λ′Σ′

)
A− 1

2
g1A− γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′Λ = 0, (7.32)

ここで，g1は (4.28)式で表されている．
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8. アフィン潜在ファクター国際証券市場モデル

本章では，菊池 [21]のアフィン潜在ファクター国際証券市場モデルについて紹介する．

8.1. アフィン潜在ファクター国際証券市場モデル

無限連続時間の摩擦の無い証券市場経済を考察する．ナイトの不確実性下，消費者共通の
最も有り得べき確率測度と情報構造は完備フィルター付き確率空間 (Ω,F ,F,P)によりモデ
ル化されている．ここで，F = (Ft)t∈[0,∞)は N̄ 次元標準ブラウン運動Btによって生成され
る自然なフィルター付けである．
国内市場では，1種類の消費財と次に説明する諸証券が流通している．諸証券として，安

全証券 (以下，「短期安全証券」と呼ぶ)，「中長期安全証券」としての信用リスクの無い割引物
価連動債（以下，「物価連動債」と呼ぶ）で，満期までの期間が最長 τ̄，額面 1円の任意満期の
物価連動債，J種類，種類の非債券の主要指数（株式指数，REIT指数等）が任意の時点で市
場で取引されている．海外市場は，通貨の相異なるN国の第n国（ここで，n ∈ {1, · · · , N}，
以下同様）において，満期までの期間が最長 τ̂n，額面 1第 n国通貨単位の任意満期の物価
連動債，Ĵn種類の非債券の主要指数が任意の時点で市場で取引されている．また，各国間
で為替取引が任意の時点で行われている．
以下では，消費財を価値基準財とし，諸証券の価格は実質価格で表示される．国内におけ

る短期安全証券の実質価格を Pt円，満期 T の物価連動債の実質価格を P T
t 円，非債券第 j

指数の配当込みの実質価格を Sj
t 円と表記し，海外の第 n国における満期 T の物価連動債の

実質価格を P̂ T
nt第 n国通貨単位，非債券第 j指数の実質価格を Ŝj

nt第 n国通貨単位と表記す
る．消費財空間は非負値可測過程の空間とする．
菊池 [21]は，Mamaysky [31]のアフィン潜在ファクター株式市場モデルと Leippold and

Wu [28]の国際証券市場モデルを結合した，一般性の高いアフィン潜在ファクター国際証券
市場モデルを提案している．しかし，同モデルでは，株式価格過程をモデル化するための潜
在ファクターが非定常であるため，潜在ファクターの定常性に基づく対数線形近似法が適用
できなくなる．そこで，本稿では，菊池 [21]のアフィン潜在ファクター国際証券市場モデ
ルにおける非定常項を捨象したモデルを仮定する．
仮定 8.1. N̄ 次元潜在ファクターはM 次元ファクターXとN 次元ファクター Y から成り，
各ファクターは次の確率過程に従う．

dXt = KX(θX −Xt) dt+ ΣX dBX
t , (8.1)

dYt = KY (θY − Yt) dt+ ΣY dBY
t , (8.2)

ここで，θX はM 次元定数ベクトル，θY はN 次元定数ベクトル，KX ,ΣX は M ×M 定数
行列，KY ,ΣY は N ×N定数行列である．また，(KX , KY )は次のように対角化可能な正値
対称行列である．

LX = Q−1
X KXQX


lX1 0 · · · 0

0 lX2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · lXM

 , LY = Q−1
Y KYQY


lY1 0 · · · 0

0 lY2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · lYN

 ,

ここで，lX1 , l
X
2 , · · · , lXM , lY1 , l

Y
2 , · · · , lYN > 0であることに留意．
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アフィン定常潜在ファクター国際証券市場モデルでは，潜在ファクターXtが世界経済の
実物面の変動要因として，潜在ファクター Ytが為替レートの変動要因としてモデル化され
ている．
仮定 8.2. 1. 国内（海外第 n国）の状態価格密度過程 πt（同 π̂n

t）は，国内（海外第 n国）
の金利期間構造の状態価格密度過程 ρt（同 ρ̂nt）と指数マルチンゲール νt（同 ν̂n

t）の積
で表される．

πt = ρt νt, π̂n
t = ρ̂nt ν̂

n
t , (8.3)

ここで，指数マルチンゲール νt（同 ν̂n
t）のボラティリティは，潜在ファクター Yt（同

Yt）のアフィン関数である．

dνt
νt

= −ΛY
t dBY

t ,
dν̂n

t

ν̂n
t

= −Λ̂Y
nt dB

Y
t , (8.4)

ここで，
ΛY

t = λY + ΛY Yt, Λ̂Y
nt = λ̂n

Y + Λ̂n
Y Yt, (8.5)

2. 国内（海外）のリスクの市場価格ΛX
t （同 Λ̂X

nt）は，潜在ファクターXt（同Xt）のア
フィン関数である．

ΛX
t = λX + ΛXXt, Λ̂X

nt = λ̂n
X + Λ̂n

XXt, (8.6)

ここで，KX + ΣXΛX は正則である．

3. 国内（海外第 n国）の瞬間的スポット・レート rt（同 r̂nt）は潜在ファクターXt（同
Xt）のアフィン関数である．

rt = r0 + r′Xt, r̂nt = r̂0n + r̂′nXt. (8.7)

4. 国内（海外第 n国）の配当過程Dt（同 D̂nt）は潜在ファクターXt（同Xt）の次式で
表される関数である．

Dj
t = (d0j+d′jXt) exp(b

0
j t+b′jXt), D̂j

nt = (d̂0nj+d̂′njXt) exp(b̂
0
njt+b̂′njXt). (8.8)

8.2. 証券価格過程と予算制約式

補題 8.1. 仮定 8.1・8.2の下，以下が成立する．
1. 国内証券の無裁定実質価格過程は次を満たしている．

dPt

Pt

= rt dt, P0 = 1, (8.9)

dP T
t

P T
t

=
(
rt + b(τ)′ΣXΛ

X
t

)
dt+ b(τ)′ΣX dBX

t , P T
T = 1, (8.10)

ここで，b(τ)は次式で与えられている．

b(τ) = (KX + ΣXΛX)
′−1
(
e−τ(KX+ΣXΛX)′ − IM

)
r. (8.11)

dSj
t

Sj
t

=
(
rt + b′jΣXΛ

X
t

)
dt+ b′jΣ dBX

t , (8.12)

ここで，bjは次式で与えられている．

bj = (KX + ΣXΛX)
′−1(dj − r). (8.13)
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2. 海外第 n国との無裁定実質為替レート過程 εntは次を満たしている．

dεnt
εnt

= {rt − r̂nt + (ΛX
t − Λ̂X

nt)
′ΛX

t + (ΛY
t − Λ̂Y

nt)
′ΛY

t }dt

+ (ΛX
t − Λ̂X

nt)
′dBX

t + (ΛY
t − Λ̂Y

nt)
′dBY

t . (8.14)

3. 海外第 n国証券の円建て無裁定実質価格過程は次を満たしている．

d(P̂ T
ntεt)

P̂ T
ntεnt

=
{
rt +

(
b̂n(τ)

′ΣX + (ΛX
t − Λ̂X

nt)
′
)
ΛX

t + (ΛY
t − Λ̂Y

nt)
′ΛY

t

}
dt

+
(
b̂n(τ)

′ΣX + (ΛX
t − Λ̂X

nt)
′
)
dBX

t + (ΛY
t − Λ̂Y

nt)
′ dBY

t , (8.15)

ここで，b̂n(τ)は次式で与えられている．

b̂n(τ) = (KX + ΣXΛX)
′−1
(
e−τ(KX+ΣXΛX)′ − IM

)
r̂n. (8.16)

d(Ŝj
ntεnt)

Ŝj
ntεnt

=
{
rt +

(
b̂′njΣX + (ΛX

t − Λ̂X
nt)

′
)
ΛX

t + (ΛY
t − Λ̂Y

nt)
′ΛY

t

}
dt

+
(
b̂′njΣX + (ΛX

t − Λ̂X
nt)

′
)
dBX

t + (ΛY
t − Λ̂Y

nt)
′ dBY

t , (8.17)

ここで，b̂njは次式で与えられている．

b̂nj = (KX + ΣXΛX)
′−1(d̂nj −　r̂n). (8.18)

留意点 8.1. (8.14)式は為替レートが内外金利差に加え，世界経済の実物面に関するリスク
の市場価格の内外価格差と為替レートに関するリスクの市場価格の内外価格差により変動
することを表している．為替レートの変動要因として，内外金利差は指摘されて久しいが，
世界経済の実物面に関するリスクの市場価格の内外価格差と為替レートに関するリスクの市
場価格の内外価格差は，筆者の知り得る限り，指摘されたことを聞かない，非常に興味深い
結果である．また，(8.15)(8.17)式は，その帰結として，海外証券の円建て価格のボラティ
リティに世界経済の実物面に関するリスクの市場価格の内外価格差と為替レートに関するリ
スクの市場価格の内外価格差が現れており，これも興味深い結果である．

証明. 国内証券の無裁定価格過程 (8.9)(8.10)(8.12)については，補題 2.1の証明を参照せよ．
為替レートと海外証券価格は，菊池 [21]に沿って証明する．
まず，国内外の金利期間構造の状態価格密度過程は，定義より，次式を満たしている．

dρt
ρt

= −rtdt− ΛX
t dBX

t ,
dρ̂nt
ρ̂nt

= −r̂tdt− Λ̂X
nt dB

X
t . (8.19)

次に，国内外の状態価格密度過程の関係については，定義より，次式が成り立っている．

π̂n
t = πn

t ε
n
t . (8.20)

よって，(8.20)式に，(8.3)式を代入し，自然対数をとると，

log εnt = log ρ̂nt + log ν̂n
t − log ρt − log νt. (8.21)
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上式を伊藤の補題を用いて微分し，(8.19)式と (8.4)式を代入すると，(8.14)式が導かれる．
海外証券については，まず，第 n国物価連動債の当該国通貨における無裁定条件から次式

が成り立っている．

dP̂ T
nt

P̂ T
nt

=
(
r̂t + b̂n(τ)

′ΣXΛ̂
X
t

)
dt+ b̂n(τ)

′ΣX dBX
t . (8.22)

ゆえに，P̂ T
ntε

n
t を微分し，(8.14)式と (8.22)式を代入すると，(8.15)式が得られる．海外

の非債券主要指数についても，同様にして，(8.17)式を得る．

国内（海外第 n国）の非債券第 j指数に対する投資比率をΦj
t（同 Φ̂j

nt）と表記する．また，
海外第 n国の投資対象主要指数を Ĵn種類とする．
物価連動債については，任意の満期の物価連動債を投資対象としているため，富に対する

投資比率密度過程が最適化の対象となる．そこで，国内（海外第 n国）の物価連動債の富に
対する投資比率密度過程をφt(τ)（同 φ̂nt(τ)）と表記する 17．以下では，次の記法を用いる．

ΨP
t = Σ′

X

∫ τ̄

0

φt(τ)b(τ) dτ, ΨS
t = Σ′

X

J∑
j=1

Φj
tbj,

Ψ̂P
Xt =

N∑
n=1

∫ τ̂n

0

φ̂nt(τ)
(
Σ′

X b̂n(τ) + (ΛX
t − Λ̂X

nt)
)
dτ,

Ψ̂S
Xt =

N∑
n=1

Ĵn∑
j=1

Φ̂j
nt

(
Σ′

X b̂nj + (ΛX
t − Λ̂X

nt)
′
)
,

Ψ̂P
Y t =

N∑
n=1

∫ τ̄n

0

φ̂nt(τ) dτ (Λ
Y
t − Λ̂Y

nt)
′, Ψ̂S

Y t =
N∑

n=1

Ĵn∑
j=1

Φ̂j
nt(Λ

Y
t − Λ̂Y

nt)
′,

ΨX
t = ΨP

t + ΨS
t + Ψ̂P

Xt + Ψ̂S
Xt, ΨY

t = Ψ̂P
Y t + Ψ̂S

Y t.

また，Ψtを次式で定義し，「投資制御過程」乃至は「投資」と略称する．

Ψt =

(
ΨX
t

ΨY
t

)
. (8.23)

このとき，消費者の予算制約式が次の補題で示される．
補題 8.2. 投資過程 Ψtと消費過程 ctを所与とする．このとき，仮定 8.1・8.2の下，富過程
Wtは次の予算制約式を満たす．

dWt = {Wt (rt + Ψ ′
tΛt)− ct} dt+WtΨ

′
t dBt, (8.24)

ここで，

Λt =

(
ΛX

t

ΛY
t

)
, Bt =

(
BX

t

BY
t

)
.

17ある特定の満期の物価連動債の投資比率自体を非零とする投資を認めるため，許容される国内（海外第 n
国）の物価連動債投資比率密度関数 φ（同 φ̂n）の空間は超関数を含む関数空間とする．
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証明. 本稿では，国内証券価格を価値基準財とする実質価格を対象としてきたが，ここでは
まず，円建ての名目価格を対象とする．すなわち，満期までの期間 τ の国内（海外第 n国）
物価連動債の名目価格を P̃t(τ)（同 P̃nt(τ)），国内（海外第 n国）主要指数の配当込みでな
い名目価格を S̃∗j

t （同 S̃∗j
nt）と表記する．また，ある拡散過程に従う一般物価過程を ptと表

記する．
このとき，国内短期安全証券，国内物価連動債，国内主要指数，海外物価連動債，海外主

要指数から組成されるポートフォリオを (ϑ, (ϑ(τ)), (ϑ∗j), (ϑ̂n(τ)), (ϑ̂
∗j
n ))とすると，富の名目

価値 W̃tは次式で表現される．

W̃t = ϑtP̃t+

∫ τ̄

0

ϑt(τ)P̃t(τ)dτ+
J∑

j=1

ϑ∗j
t S̃∗j

t +
N∑

n=1

∫ τ̂n

0

ϑ̂nt(τ)P̃nt(τ)dτ+
N∑

n=1

Ĵn∑
j=1

ϑ̂∗j
ntS̃

∗j
nt−
∫ t

0

csds.

(8.25)

このとき，配当込み主要指数のポートフォリオは，

ϑj
t =

S̃∗j
t

S̃j
t

ϑ∗j
t , ϑ̂nj

t =
S̃∗j
nt

S̃nj
t

ϑ∗j
nt, (8.26)

で定義され，配当込み主要指数の名目収益率と主要指数の名目収益率の間に，

dS̃j
t

S̃j
t

=
dS̃∗j

t

S̃∗j
t

+ D̃j
tdt,

dS̃j
nt

S̃j
nt

=
dS̃∗j

nt

S̃∗j
nt

+ D̃j
ntdt, (8.27)

が成り立っていることに注意すると，所与のctの下，自己資金充足的ポートフォリオ (ϑ, (ϑ(τ)),

(ϑ∗j), (ϑ̂n(τ)), (ϑ̂
∗j
n ))は，次式を満たしている．

dW̃t

W̃t

=
1

W̃t

{
ϑtdP̃t +

∫ τ̄

0

ϑt(τ)dP̃t(τ)dτ +
J∑

j=1

ϑ∗j
t

(
dS̃∗j

t + D̃j
t S̃

∗j
t dt

)

+
N∑

n=1

∫ τ̂n

0

ϑ̂nt(τ)dP̃nt(τ)dτ +
N∑

n=1

Ĵn∑
j=1

ϑ∗j
nt

(
dS̃∗j

nt + D̃j
ntS̃

∗j
ntdt

)
− pt

W̃t

ctdt

}

=
ϑtP̃t

W̃t

dP̃t

P̃t

+

∫ τ̄

0

ϑt(τ)P̃t(τ)

W̃t

dP̃t(τ)

P̃t(τ)
dτ +

J∑
j=1

ϑj
t S̃

j
t

W̃t

(
dS̃∗j

t

S̃∗j
t

+ D̃j
tdt

)

+
N∑

n=1

∫ τ̂n

0

ϑ̂nt(τ)P̃nt(τ)

W̃t

dP̃nt(τ)

P̃nt(τ)
dτ +

N∑
n=1

Ĵn∑
j=1

ϑj
ntS̃

j
nt

W̃t

(
dS̃∗j

nt

S̃∗j
nt

+ D̃j
ntdt

)
− ct

Wt

dt

}

=

(
1−

∫ τ̄

0

φt(τ)dτ −
J∑

j=1

Φj
t −

N∑
n=1

∫ τ̂n

0

φ̂nt(τ)dτ −
N∑

n=1

Ĵn∑
j=1

Φ̂j
nt

)
dP̃t

P̃t

+

∫ τ̄

0

φt(τ)
dP̃t(τ)

P̃t(τ)
dτ +

J∑
j=1

Φj
t

dS̃j
t

S̃j
t

+
N∑

n=1

∫ τ̂n

0

φ̂nt(τ)
dP̃nt(τ)

P̃nt(τ)
dτ +

N∑
n=1

Ĵn∑
j=1

Φ̂j
nt

dS̃j
nt

S̃j
nt

− ct
Wt

dt.

このとき，各証券の名目収益率の項に，

dS̃j
t

S̃j
t

=
dSj

t

Sj
t

+
dpt
pt

+

(
dSj

t

Sj
t

)(
dpt
pt

)
,
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等を代入し整理すると，次式が導かれる．

dWt

Wt

=
dW̃t

W̃t

− dpt
pt

−
(
dWt

Wt

)(
dpt
pt

)

=

(
1−

∫ τ̄

0

φt(τ)dτ −
J∑

j=1

Φj
t −

N∑
n=1

∫ τ̂n

0

φ̂nt(τ)dτ −
N∑

n=1

Ĵn∑
j=1

Φ̂j
nt

)
dPt

Pt

+

∫ τ̄

0

φt(τ)
dPt(τ)

Pt(τ)
dτ +

J∑
j=1

Φj
t

dSj
t

Sj
t

+
N∑

n=1

∫ τ̂n

0

φ̂nt(τ)
dP̂nt(τ)

P̂nt(τ)
dτ +

N∑
n=1

Ĵn∑
j=1

Φ̂j
nt

dŜj
nt

Ŝj
nt

− ct
Wt

dt.

上式に，(8.9)(8.10)(8.12)(8.15)(8.17)式を代入し，整理すると，(8.24)式を得る．

予算制約式 (8.24)は，富過程が ut = (ct, Ψt)で決定されることを示しており，消費者の
効用最大化問題における制御過程は ut = (ct, Ψt)であることが分かる．状態過程を Xt =

(Wt, X
′
t, Y

′
t )

′と表記する．また，予算制約式 (8.24)を満たす制御過程 ut = (ct, Ψt)を初期状
態X0 = (W0, X

′
0, Y

′
0)

′に対する許容的制御と呼び，許容的制御の集合を B(X0)と表記する．
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9. CRRA効用消費者の有限時間国際証券投資問題

本章では，CRRA効用消費者の有限時間国際証券投資問題を考察する．18

9.1. 最適消費・投資問題と状態過程の偏微分方程式

有限時間消費・投資問題の最適化を企図する消費者はCRRA効用を有すると仮定し，仮
定 3.1を置く．このとき，間接効用関数 J が次式で定義される．

J(t,Xu
t ) = Et

[∫ T

t

α e−βt c
1−γ
t

1− γ
dt+ (1− α) e−βT W

1−γ
T

1− γ

]
, ∀t ∈ [0, T ]. (9.1)

従って，消費と投資の最適化問題と価値関数 V (X0)が次式で定義される．

V (X0) = sup
u∈B(X0)

J(0,X0). (9.2)

HJB方程式は次式のように表される．

sup
u∈B(X0)

{
Jt(t,Xu

t ) + µ′
tJX(t,Xu

t ) +
1

2
tr [ΣtΣ

′
tJXX(t,Xu

t )] + αe−βt c
1−γ

1− γ

}
= 0 (9.3)

s.t. J(T,Xu
T ) = (1− α) e−βT W

1−γ
T

1− γ
,

ここで，

µt =

µW

µX

µY

 =

Wt(rt + Ψ ′
tΛt)− ct

KX(θX −Xt)

KY (θY − Yt)

 , Σt =

Wt(Ψ
X
t )′ Wt(Ψ

Y
t )′

ΣX 0

0 ΣY

 .

HJB方程式における最大化の必要条件から最適制御過程 u∗ = (c∗, Ψ ∗)は次式を満たして
いる．

c∗t = α
1
γ e−

β
γ
tJ

− 1
γ

W , (9.4)

Ψ ∗
t =

πt

W ∗2
t JWW

, (9.5)

ここで，

πt = −W ∗
t

{
JW

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+

(
Σ′

XJXW

Σ′
Y JYW

)}
. (9.6)

HJB方程式における消費関連項については，最適消費の必要条件から，

−c∗tJW + αe−βt c
∗1−γ
t

1− γ
=

c∗t
1− γ

{
(γ − 1)JW + αe−βtc∗−γ

t

}
=

γ

1− γ
c∗tJW , (9.7)

を得る．同投資関連項については，最適投資の必要条件から，

W ∗
t JWΛ′

tΨ
∗
t +W ∗

t (Ψ
X∗
t )′Σ′

XJXW +W ∗
t (Ψ

Y ∗
t )′Σ′

Y JYW = −W ∗2
t JWW (Ψ ∗

t )
′Ψ ∗

t , (9.8)

18本章は，バトボルド他 [11]の研究成果である．
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が成立していることに注意すると，

　　W ∗
t JW (Ψ ∗

t )
′Λt+

1

2
tr


W ∗

t (Ψ
X∗
t )′ W ∗

t (Ψ
Y ∗
t )′

ΣX 0

0 ΣY


W ∗

t (Ψ
X∗
t )′ W ∗

t (Ψ
Y ∗
t )′

ΣX 0

0 ΣY


′JWW JWX JWY

JXW JXX JXY

JYW JY X JY Y




= W ∗
t JW (Ψ ∗

t )
′Λt

+
1

2
tr


W ∗2

t

(
(ΨX∗

t )′ΨX∗
t + (ΨY ∗

t )′ΨY ∗
t

)
W ∗

t (Ψ
X∗
t )′Σ′

X W ∗
t (Ψ

Y ∗
t )′Σ′

Y

W ∗
t ΣXΨ

X∗
t ΣXΣ

′
X 0

W ∗
t ΣY Ψ

Y ∗
t 0 ΣYΣ

′
Y


JWW JWX JWY

JXW JXX JXY

JYW JY X JY Y




=
1

2
tr [ΣXΣ

′
XJXX + ΣYΣ

′
Y JY Y ]−

π′
tπt

2W ∗2
t JWW

, (9.9)

が得られる．
よって，最適消費 (9.4)式と最適投資 (9.5)式をHJB方程式 (9.3)に代入し，(9.7)(9.9)両

式を用いて整理すると，次の間接効用関数 J に関する偏微分方程式が得られる．

Jt +
1

2
tr [ΣXΣ

′
XJXX + ΣYΣ

′
Y JY Y ]−

π′
tπt

2W ∗2
t JWW

+ rtW
∗
t JW + {KX(θX −Xt)}′JX + {KY (θY − Yt)}′JY +

γ

1− γ
c∗tJW = 0. (9.10)

上記偏微分方程式から間接効用関数 J は未知関数G(t,Xt, Yt)を用いて次の関数形で表され
ると推測される．

J(t,Xt) = e−βtW
1−γ
t

1− γ

(
G(t,Xt, Yt)

)γ
. (9.11)

従って，HJB方程式左辺の最大化の十分条件が満たされることは，次式で表されるHessian

Hが任意の制御変数 (c, Ψ) ∈ R+ × RN̄ に対し負定符号であることで確認できる．

H =


−αγe−βtc−γ−1 0 · · · 0

0 −γe−βtW 1−γ
t Gγ · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · −γe−βtW 1−γ
t Gγ

 . (9.12)

間接効用関数 J を偏微分し，(9.4)(9.5)式に代入して，偏微分結果とともに偏微分方程式
(9.10)に代入すると，次の命題を得る．
命題 9.1. 仮定 8.1，8.2，3.1の下，本問題 (9.2)の間接効用関数，最適消費，最適投資は，そ
れぞれ (9.11)式，(9.13)式，(9.14)式で表される．間接効用関数を構成する関数G(t,Xt, Yt)

は偏微分方程式 (9.15)の解である．

c∗t = α
1
γ
W ∗

t

G
, (9.13)

Ψ ∗
t =

1

γ

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+

(
Σ′

X
GX

G

Σ′
Y

GY

G

)
, (9.14)

∂

∂t
G(t,Xt, Yt) + LG(t,Xt, Yt) + α

1
γ = 0,

G(T,XT , YT ) = (1− α)
1
γ , (9.15)
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ここで，Lは次式で定義される線形微分作用素である．

LG =
1

2
tr [ΣXΣ

′
XGXX + ΣYΣ

′
YGY Y ]

+

(
KX(θX −X)− γ − 1

γ
ΣX(λX + ΛXX)

)′

GX+

(
KY (θY − Y )− γ − 1

γ
ΣY (λY + ΛY Y )

)′

GY

−
{
γ − 1

2γ2

(
(λX + ΛXX)′(λX + ΛXX) + (λY + ΛY Y )′(λY + ΛY Y )

)
+

γ − 1

γ
(r0 + r′X) +

β

γ

}
G.

(9.16)

証明. まず，最適消費は，

c∗t = α
1
γ e−

β
γ
tJ

− 1
γ

W = α
1
γ e−

β
γ
t
{
e−βt(W ∗

t )
−γGγ

}− 1
γ = α

1
γ
W ∗

t

G
,

すなわち，(9.13)式が得られる．
次に，間接効用関数に偏微分を施すと，次の式群を得る．

Jt = −βJ, WtJW = (1− γ)J, JX = γ J
GX

G
, JY = γ J

GY

G
,

W 2
t JWW = −γ(1− γ)J, WtJXW = γ(1− γ)J

GX

G
, WtJYW = γ(1− γ)J

GY

G
,

JXX = γ J

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
, JY Y = γ J

{
(γ − 1)

GY

G

G′
Y

G
+

GY Y

G

}
.

間接効用関数の偏微分結果より，最適投資 (9.5)式右辺の分子，分母は次のように表される．

πt = J

(
(γ − 1)

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+ γ(γ − 1)

(
Σ′

X
GX

G

Σ′
Y

GY

G

))
, (9.17)

W 2
t JWW = γ(γ − 1)J. (9.18)

ゆえに，最適投資 (9.14)式に (9.17)(9.18)式を代入すると，(9.14)式を得る．
間接効用関数 Jの偏微分方程式 (9.10)における第 2・3項は，(9.17)(9.18)式を代入し整理

すると，次式が得られる．

1

2
tr
[
ΣXΣ

′
XJXX + ΣYΣ

′
Y JY Y

]
− π′

tπt

2W 2
t JWW

=
γ

2
J tr

[
ΣXΣ

′
X

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
+ ΣYΣ

′
Y

{
(γ − 1)

GY

G

G′
Y

G
+

GY Y

G

}]
− 1

2γ(γ − 1)
J

(
(γ − 1)

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+ γ(γ − 1)

(
Σ′

X
GX

G

Σ′
Y

GY

G

))′(
(γ − 1)

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+ γ(γ − 1)

(
Σ′

X
GX

G

Σ′
Y

GY

G

))

= J

{
γ

2
tr

[
ΣXΣ

′
X

GXX

G
+ ΣYΣ

′
Y

GY Y

G

]
− γ − 1

2γ

((
ΛX

t

)′
ΛX

t + (ΛY
t )

′ΛY
t )
)

− (γ − 1)

((
ΛX

t

)′
Σ′

X

GX

G
+
(
ΛY

t

)′
Σ′

Y

GY

G

)
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= γJ

{
1

2
tr

[
ΣXΣ

′
X

GXX

G
+ ΣYΣ

′
Y

GY Y

G

]
− γ − 1

2γ2

((
ΛX

t

)′
ΛX

t +
(
ΛY

t

)′
ΛY

t

)
− γ − 1

γ

(
ΛX

t

ΛY
t

)′(
Σ′

X 0

0 Σ′
Y

)(
GX

G
GY

G

)}
. (9.19)

間接効用関数の偏微分方程式 (9.10)における第 7項は，(9.4)式を代入し整理すると，

γ

1− γ
c∗tJW = α

1
γ
W ∗

t

G
γ

J

W ∗
t

= α
1
γ γ

J

G
, (9.20)

を得る．
(9.19)(9.20)式等を間接効用関数の偏微分方程式 (9.10)に代入し，両辺にGを乗じ，γJで

除して整理すると，(9.15)式が得られる．

9.2. 準解析解の導出

偏微分方程式 (9.15)は非斉次項α
1
γ を含んでおり，解析解の導出を困難にしている．Liu [29]

は，同非斉次項を捨象した斉次偏微分方程式 (9.21)の初期値問題の解析解を利用した準解
析解構成法を提示しているので，我々も同構成法により準解析解を導出する．

∂

∂τ
g(τ,X, Y ) = Lg(τ,X, Y ),

g(0, X, Y ) = 1, (9.21)

ここで，τ = T − tである．
偏微分方程式 (9.21)の解析解は次式で表される．

g(τ, Z) = exp

(
a0(τ) + a(τ)′Z +

1

2
Z ′A(τ)Z

)
, (9.22)

ここで，

Z =

(
X

Y

)
, a(τ) =

(
aX(τ)

aY (τ)

)
, A(τ) =

(
AX(τ) AXY (τ)

A′
XY (τ) AY (τ)

)
, (9.23)

であり，AX(τ)，AY (τ)は対称行列である．係数体系 (a0(τ), a(τ), A(τ))は (9.22)式を (9.21)

式に代入した後に現れる Z = (X ′, Y ′)′ に関する恒等式 (9.25)から導かれる常微分方程式
(9.27)-(9.29)の解となる．
このとき，微分作用素 Lの線形性により，偏微分方程式 (9.15)の準解析解が次式で表現

されることを確認できる．

G(t, Z) = α
1
γ

∫ T−t

0

g(s, Z) ds+ (1− α)
1
γ g(T − t, Z). (9.24)
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関数 g（(9.22)式）に偏微分を施し，偏微分方程式 (9.21)に代入すると，次式を得る．

da0
dτ

+ Z ′ da

dτ
+

1

2
Z ′dA

dτ
Z

=
1

2
tr
[
ΣXΣ

′
X

(
aXa

′
X + AX + aXX

′AX + AXXa′X + aXY
′AXY + AXY Y a′X

+ AXXX ′AX + AXXY ′AXY + AXY Y X ′AX + AXY Y Y ′A′
XY

)]
+

1

2
tr
[
ΣYΣ

′
Y

(
aY a

′
Y + AY + aYX

′AXY + A′
XYXa′Y + aY Y

′AY + AY Y a′Y

A′
XYXX ′AXY + A′

XYXY ′AY + AY Y X ′AXY + AY Y Y ′AY

)]
+

{
KXθX − γ − 1

γ
ΣXλX −

(
KX +

γ − 1

γ
ΣXΛX

)
X

}′

(aX + AXX + AXY Y )

+

{
KY θY − γ − 1

γ
ΣY λY −

(
KY +

γ − 1

γ
ΣYΛY

)
Y

}′

(aY + A′
XYX + AY Y )

− γ − 1

2γ2

(
λ′
XλX + 2λ′

XΛXX +X ′Λ′
XΛXX + λ′

Y λY + 2λ′
YΛY Y + Y ′Λ′

YΛY Y
)

− γ − 1

γ
(r0 + r′X)− β

γ
. (9.25)

次の記法を用いる．

Σ̂ =

(
ΣX 0

0 ΣY

)
, λ =

(
λX

λY

)
, Λ =

(
ΛX 0

0 ΛY

)
,

K̂ =

(
KX + γ−1

γ
ΣXΛX 0

0 KY + γ−1
γ
ΣYΛY

)
, k̂ =

(
KXθX − γ−1

γ
ΣXλX

KY θY − γ−1
γ
ΣY λY

)
.

このとき，Z ′K̂ ′AZ = Z ′AK̂ ′Zに注意すると，(9.25)式は次のように整理できる．

da0
dτ

+ Z ′ da

dτ
+

1

2
Z ′dA

dτ
Z =

1

2

(
a′Σ̂Σ̂′a+ tr

[
Σ̂Σ̂′A

])
+ Z ′AΣ̂Σ̂′a+

1

2
Z ′AΣ̂Σ̂′AZ

+ k̂a− Z ′K̂ ′a− 1

2
Z ′K̂ ′AZ − 1

2
Z ′AK̂Z + k̂′AZ

− γ − 1

2γ2
λ′λ− γ − 1

γ2
Z ′Λ′λ− γ − 1

2γ2
Z ′Λ′ΛZ − γ − 1

γ
r0 −

γ − 1

γ
Z ′

(
r

0

)
− β

γ
. (9.26)

上式は変数Z = (X, Y )に関する恒等式なので，次の (a0, a, A)に関する常微分方程式が導出
される．

da0
dτ

=
1

2

(
a′Σ̂Σ̂′ a+ tr

[
Σ̂Σ̂′A

])
+ k̂′a−

(
γ − 1

2γ2
λ′λ+

γ − 1

γ
r0 +

β

γ

)
, a(0) = 0, (9.27)

da

dτ
=
(
AΣ̂Σ̂′ − K̂

)
a+ Ak̂ − γ − 1

γ2
Λ′λ− γ − 1

γ

(
r

0

)
, a(0) = 0, (9.28)

dA

dτ
= AΣ̂Σ̂′A− K̂ ′A− AK̂ − γ − 1

γ2
Λ′Λ, A(0) = 0. (9.29)
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次の記法を用いる．

a∗(t, Zt) =
α

1
γ
∫ τ

0
g(s, Zt)a(s) ds+ (1− α)

1
γ g(τ, Zt)a(τ)

α
1
γ
∫ τ

0
g(s, Zt) ds+ (1− α)

1
γ g(τ, Zt)

,

A∗(t, Zt) =
α

1
γ
∫ τ

0
g(s, Zt)A(s) ds+ (1− α)

1
γ g(τ, Zt)A(τ)

α
1
γ
∫ τ

0
g(s, Zt) ds+ (1− α)

1
γ g(τ, Zt)

.

このとき，次の命題を得る．
命題 9.2. 仮定 8.1，8.2，3.1の下，本問題 (9.2)の最適消費及び最適投資は次を満たして
いる．

c∗t =
α

1
γW ∗

t

α
1
γ
∫ τ

0
g(s, Zt) ds+ (1− α)

1
γ g(τ, Zt)

, (9.30)

Ψ ∗
t =

1

γ

(
λ+ ΛZt

)
+
{
Σ̂′
(
a∗(t, Zt) + A∗(t, Zt)Zt

)}
=

1

γ

(
λX + ΛXXt

λY + ΛY Yt

)
+

Σ′
X

(
a∗X(t, Zt) + A∗

X(t, Zt)Xt + A∗
XY (t, Zt)Yt

)
Σ′

Y

(
a∗Y (t, Zt) + A∗

XY (t, Zt)
′Xt + A∗

Y (t, Zt)Yt

) , (9.31)

ここで，(a0, a, A)は (9.32)-(9.34)式で表され，Aは対称行列である．

a0(τ) =

∫ τ

0

{
1

2

(
a(s)′Σ̂Σ̂′a(s) + tr[Σ̂Σ̂′A(s)]

)
+ k̂′a(s)−

(
γ − 1

2γ2
λ′λ+

γ − 1

γ
r0 +

β

γ

)}
ds,

(9.32)

a(τ) = exp

(∫ τ

0

(
A(s)Σ̂Σ̂′ − K̂

)
ds

)
×
∫ τ

0

(
A(s)k̂ − γ − 1

γ2
Λ′λ− γ − 1

γ

(
r

0

))
e−

∫ s
0 (A(s)Σ̂Σ̂′−K̂)dtds, (9.33)

A(τ) = C2(τ)C
−1
1 (τ), (9.34)

ここで， (
C1(τ)

C2(τ)

)
= exp

(
τ

(
K̂ −Σ̂Σ̂′

−γ−1
γ2 Λ′Λ −K̂ ′

))(
IN̄
0N̄

)
. (9.35)

証明. a0(τ)，a(τ)がそれぞれ (9.32)式，(9.33)式で表されることは容易に確認できるので，
A(τ)が (9.34)式で表されることを有本 [3]定理 5.2に沿って証明する．N̄ × N̄の行列C1(τ)，
C2(τ)に関する線形微分方程式の初期値問題を考察する．

d

dτ

(
C1(τ)

C2(τ)

)
=

(
K̂ −Σ̂Σ̂′

−γ−1
γ2 Λ′Λ −K̂ ′

)(
C1(τ)

C2(τ)

)
,

(
C1(τ)

C2(τ)

)
=

(
IN̄
0N̄

)
. (9.36)

線形微分方程式 (9.36)の解は (9.35)式で表される．C1(τ)は正則であることが証明できる 19

ので，A(τ)を (9.34)式で定義する．このとき，

d

dτ
C−1

1 (τ) = −C−1
1 (τ)

{
d

dτ
C1(τ)

}
C−1

1 (τ) (9.37)

19有本 [3]定理 5.2の証明を参照せよ．
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となることに注意すると，

d

dτ
A(τ) =

{
d

dτ
C2(τ)

}
C−1

1 (τ) + C2(τ)
d

dτ
C−1

1 (τ)

=

(
−γ − 1

γ2
Λ′ΛC1(τ)− K̂ ′C2(τ)

)
C−1

1 (τ)− A(τ)
(
K̂C1(τ)− ΣΣ′C2(τ)

)
C−1

1 (τ)

= A(τ)ΣΣ′A(τ)− K̂ ′A(τ)− A(τ)K̂ − γ − 1

γ2
Λ′Λ,

となり，A(τ)がRiccati方程式 (9.29)を満たしていることを確認できる．A(τ)の一意性は，有
本 [3]定理 5.2の証明を参照せよ．最後に，A(τ)の対称性は，Riccati方程式及び初期値 (9.29)

の転値をとったとき，A(τ)′に関して同一の式が得られるので，解の一意性からA(τ)′ = A(τ)

でなければならないことによる．
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10. 相似拡大的頑健効用消費者の無限時間国際証券投資問題

本章では，ナイトの不確実性下，曖昧性回避的な相似拡大的頑健効用消費者の無限時間国
際証券投資問題を考察する．20

10.1. 国際証券投資頑健最適化問題と状態過程の偏微分方程式

10.1.1. 相似拡大的頑健効用消費者の最適化問題

無限時間消費・投資問題の最適化を企図する消費者は相似拡大的頑健効用を有すると仮定
し，仮定 6.1を置く．このとき，候補確率P ξの下での間接効用汎関数 Jξが次式で再帰的に
定義される．

Jξ(Xt) = Eξ
t

[∫ ∞

t

e−β(s−t)

{
c1−γ
s

1− γ
+

(1− γ)Jξ(Xs)

2δ
ξ′sξs

}
ds

]
. (10.1)

このとき，本稿における消費と投資の最適化問題及び価値関数 V (X0)が次式で定義される．

V (X0) = sup
u∈B(X0)

inf
Pξ

Jξ(X0). (10.2)

10.1.2. 最悪確率の決定

最悪確率候補としての等価確率測度 Pξの下での標準ブラウン運動Bξは，

Bξ
t = Bt −

∫ t

0

ξs ds,

と表されるので，等価確率測度Pξの下での状態変数に関する確率微分方程式は次のように
書き改められる．

dXt = (µt + Σtξt) dt+ Σt dB
ξ
t , (10.3)

ここで，

µt =

µW

µX

µY

 =

Wt(rt + Ψ ′
tΛt)− ct

KX(θX −Xt)

KY (θY − Yt)

 , Σt =

Wt(Ψ
X
t )′ Wt(Ψ

Y
t )′

ΣX 0

0 ΣY

 .

従って，HJB方程式は次式のように表される．

sup
u∈B(X0)

inf
P ξ∈P

{
µ′
tJ

ξ
X+

1

2
tr
[
ΣtΣ

′
tJ

ξ
XX

]
−βJξ +

c1−γ

1− γ
+

(1− γ)Jξ

2δ
ξ′tξt+(Σtξt)

′Jξ
X

}
= 0, (10.4)

s.t. lim
T→∞

E[e−βTJξ∗(XT )] = 0.

HJB方程式 (10.4)における ξに関する最小化条件より，最悪確率測度Pξ∗が次のように求
められる．

ξ∗t = − δ

(1− γ)Jξ∗
Σ′

tJ
ξ∗

X . (10.5)

最悪確率測度 P ξ∗ の下での間接効用関数を改めて J と表記し，Pξ∗ を HJB方程式 (10.4)

に代入すると，次式を得る．

sup
u∈B(X0)

[
µ′
tJX +

1

2
tr [ΣtΣ

′
tJXX]− βJ +

c1−γ

1− γ
− δ

2(1− γ)J
J ′
XΣtΣ

′
tJX

]
= 0 (10.6)

20本章は，バトボルド他 [10]の研究成果である．
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10.1.3. 最悪確率下の効用最大化

HJB方程式における最大化の必要条件から最適制御 u∗ = (c∗, Ψ ∗)は次式を満たしている．

c∗t = V
− 1

γ

W , (10.7)

Ψ ∗
t =

πt

W ∗2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) , (10.8)

ここで，W ∗
t は最適制御 u∗により達成される富過程であり

πt = W ∗
t

{
−VW

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+

(
Σ′

X 0

0 Σ′
Y

)(
δVW

(1− γ)V

(
VX

VY

)
−

(
VXW

VYW

))}
. (10.9)

最適消費 (10.7)式と最適投資 (10.8)式をHJB方程式 (10.6)に代入して整理すると，次の
価値関数 V に関する偏微分方程式が得られる．

1

2
tr
[
ΣXΣ

′
XVXX + ΣYΣ

′
Y VY Y

]
− δ

2(1− γ)V

(
V ′
XΣXΣ

′
XVX + V ′

YΣYΣ
′
Y VY

)
− π′

tπt

2W ∗2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

) +W ∗
t rtVW + µ′

XVX + µ′
Y VY +

γ

1− γ
V

− 1−γ
γ

W − βV = 0. (10.10)

上記偏微分方程式から価値関数 V (Xt)は未知関数G(Xt, Yt)を用いて次の関数形で表され
ると推測される．

V (Xt) =
W 1−γ

t

1− γ

(
G(Xt, Yt)

)γ
. (10.11)

(10.11)式に偏微分を施し，偏微分方程式 (10.10)に代入すると，次の命題を得る．
命題 10.1. 仮定 8.1，8.2，6.1の下，本問題 (10.2)の最適消費は (10.12)式を，最適投資は
(10.13)式をそれぞれ満たしており，間接効用関数 Jを構成する未知関数G(Xt, Yt)は偏微分
方程式 (10.14)の解である．

c∗t =
Wt

G(Xt, Yt)
, (10.12)

Ψ ∗
t =

1

γ + δ

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
Σ′

X
GX

G

Σ′
Y

GY

G

)
, (10.13)

1

2
tr

[
ΣXΣ

′
X

GXX

G
+ ΣYΣ

′
Y

GY Y

G

]
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

(
G′

X

G
ΣXΣ

′
X

GX

G
+

G′
Y

G
ΣYΣ

′
Y

GY

G

)
+

{(
µ′
X µ′

Y

)
+

γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

t

(
ΣX 0

0 ΣY

)}(
GX

G
GY

G

)
+

1

G

−
(

γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

tΛt +
γ − 1

γ
rt +

β

γ

)
= 0. (10.14)

証明. まず，最適消費は，

c∗t = V
− 1

γ

W =

{(
G

W ∗
t

)γ}− 1
γ

=
W ∗

t

G
,
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すなわち，(10.12)式が得られる．
次に，間接効用関数に偏微分を施すと，次の式群を得る．

WtVW = (1− γ)V, VX = γ V
GX

G
, VY = γ V

GY

G
,

W 2
t VWW = −γ(1− γ)V, WtVXW = γ(1− γ)V

GX

G
, WtVYW = γ(1− γ)V

GY

G
,

VXX = γ V

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
, VY Y = γ V

{
(γ − 1)

GY

G

G′
Y

G
+

GY Y

G

}
.

VXX = γ V

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
, VY Y = γ V

{
(γ − 1)

GY

G

G′
Y

G
+

GY Y

G

}
.

価値関数の偏微分結果より，最適投資 (10.8)式右辺の分子，分母は，それぞれ次のように
表される．

πt = V

(
(γ − 1)

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+ γ(γ + δ − 1)

(
Σ′

X
GX

G

Σ′
Y

GY

G

))
, (10.15)

W ∗2
t

(
VWW − δV 2

W

(1− γ)V

)
= (γ − 1)(γ + δ)V. (10.16)

ゆえに，最適投資 (10.8)式に (10.15)(10.16)式を代入すると，(10.13)式を得る．
価値関数 V の偏微分方程式 (10.10)における第 1項～第 3項は，(10.15)(10.16)式を代入

し整理すると，次式が得られる．

1

2
tr
[
ΣXΣ

′
XVXX + ΣYΣ

′
Y VY Y

]
− δ

2(1− γ)V

(
V ′
XΣXΣ

′
XVX + V ′

YΣYΣ
′
Y VY

)
− π′

tπt

2W ∗2
t

(
VWW − δV 2

W

(1−γ)V

)
=

γ

2
V tr

[
ΣXΣ

′
X

{
(γ − 1)

GX

G

G′
X

G
+

GXX

G

}
+ ΣYΣ

′
Y

{
(γ − 1)

GY

G

G′
Y

G
+

GY Y

G

}]
+

γ2δ

2(γ − 1)
V

(
G′

X

G
ΣXΣ

′
X

GX

G
+

G′
Y

G
ΣYΣ

′
Y

GY

G

)
− 1

2(γ − 1)(γ + δ)
V

×

(
(γ − 1)

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+ γ(γ + δ − 1)

(
Σ′

X
GX

G

Σ′
Y

GY

G

))′(
(γ − 1)

(
ΛX

t

ΛY
t

)
+ γ(γ + δ − 1)

(
Σ′

X
GX

G

Σ′
Y

GY

G

))

= V

{
γ

2
tr

[
ΣXΣ

′
X

GXX

G
+ ΣYΣ

′
Y

GY Y

G

]
− γ − 1

2(γ + δ)
Λ′

tΛt

− γ(γ + δ − 1)

γ + δ

((
ΛX

t

)′
Σ′

X

GX

G
+
(
ΛY

t

)′
Σ′

Y

GY

G

)
+

γ

2

(
γ − 1 +

γδ

γ − 1
− γ(γ + δ − 1)2

(γ − 1)(γ + δ)

)(
G′

X

G
ΣXΣ

′
X

GX

G
+

G′
Y

G
ΣYΣ

′
Y

GY

G

)}
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= γV

{
1

2
tr

[
ΣXΣ

′
X

GXX

G
+ ΣYΣ

′
Y

GY Y

G

]
− γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

tΛt

− γ + δ − 1

γ + δ

(
ΛX

t

ΛY
t

)′(
Σ′

X 0

0 Σ′
Y

)(
GX

G
GY

G

)

+
δ

2(γ − 1)(γ + δ)

(
G′

X

G
ΣXΣ

′
X

GX

G
+

G′
Y

G
ΣYΣ

′
Y

GY

G

)}
. (10.17)

間接効用関数の偏微分方程式 (10.10)における第 7項は，(10.7)式を代入し整理すると，

γ

1− γ
V

1− 1
γ

W = γ
V

W

{(
G

W

)γ}
− 1

γ = γ
V

G
, (10.18)

を得る．
(10.17)(10.18)式等を間接効用関数の偏微分方程式 (10.10)に代入し，両辺を γV で除して

整理すると，(10.14)式が得られる．

10.2. 対数線形近似法による近似解析解の導出

偏微分方程式 (10.14)の非斉次項 1/Gを次式で対数線形近似する．

1

G(Xt, YT )
≈ g0 − g1 logG(Xt, Yt),

ここで，g0は (4.23)式，g1は (4.24)式で与えられている．
而して，ΛX

t ，ΛY
t ，rtに，それぞれ (8.6)式，(8.5)式，(8.7)式を代入すると，次の近似偏

微分方程式を得る．

1

2
tr

[
ΣXΣ

′
X

GXX

G
+ ΣYΣ

′
Y

GY Y

G

]
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

(
G′

X

G
ΣXΣ

′
X

GX

G
+

G′
Y

G
ΣYΣ

′
Y

GY

G

)
+

((
KX(θX −Xt)

KY (θY − Yt)

)′

+
γ + δ − 1

γ + δ

(
Σ′

X(λX + ΛXXt)

Σ′
Y (λY + ΛY Yt)

))′(
GX

G
GY

G

)
− g1 logG

+ g0 −
γ − 1

2γ(γ + δ)

(
λX + ΛXXt

λY + ΛY Yt

)′(
λX + ΛXXt

λY + ΛY Yt

)
− γ − 1

γ
(r0 + r′Xt)−

β

γ
= 0. (10.19)

近似偏微分方程式 (10.19)の解は次式で表される 2次形式の指数関数であることが推測さ
れる．

G(Xt, Yt) = exp

(
a+ a′XXt + a′Y Yt +

1

2
X ′

tAXXt +
1

2
Y ′
tAY Yt +X ′

tAXY Yt

)
, (10.20)

ここで，AX，AY は一般性を失うことなく対称行列である．
このとき，

g1 = − lim
t→∞

E [logG(Xt, Yt)]

= lim
t→∞

[
−a− aXE[Xt]− aYE[Yt]−

1

2
E[X ′

tAXXt]−
1

2
E[Y ′

tAY Yt]− E[X ′
tAXY Yt]

]
, (10.21)

は次の補題で計算される．
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補題 10.1. 仮定 8.1，8.2，6.1の下，g1は (a, aX , aY , AX , AY )により次式で表される．

g1 = −a− aXθX − aY θY − 1

2
θ′XAXθX − 1

2
θ′YAY θY − θ′XAXY θY

− 1

2
tr
[(
Q−1

X ΣX

)′
MXQ−1

X ΣX +
(
Q−1

Y ΣY

)′
MYQ−1

Y ΣY

]
, (10.22)

ここで，行列 P の第 (i, j)成分を Pijと表記すると，

MX
ij =

1

li + lj
(Q′

XAXQX)ij, MY
ij =

1

li + lj
(Q′

YAYQY )ij.

証明. Xtは線形確率微分方程式 (8.1)の解として，次のように表される．

Xt = QXe
−tLXQ−1

X X0 +QX

(
I − e−tLX

)
Q−1

X θX +QX

∫ t

0

e−(t−s)LXQ−1
X ΣXdBs

よって，limt→∞ e−tLX = 0, E[dBs] = 0 に注意すると，limt→∞ E[Xt] = θX が得られる．
次に，

X ′
tAXXt =

{
QXe

−tLXQ−1
X X0 +QX

(
IN − e−tLX

)
Q−1

X θX +QX

∫ t

0

e−(t−s)LXQ−1
X ΣXdBs

}′

×

AX

{
QXe

−tLXQ−1
X X0 +QX

(
IN − e−tLX

)
Q−1

X θX +QX

∫ t

0

e−(t−s)LXQ−1
X ΣXdBs

}
ゆえに，E[dBsdB

′
t] = δstINds に注意すると，

lim
t→∞

E[X ′
tAXXt] = θ′XAXθX + lim

t→∞

∫ t

0

tr
[
(Q−1

X ΣX)
′e−(t−s)LXQ′

XAXQXe
−(t−s)LXQ−1

X ΣX

]
ds

= θ′XAXθX + tr

[
(Q−1

X ΣX)
′ lim
t→∞

∫ t

0

e−(t−s)LXQ′
XAXQXe

−(t−s)LXdsQ−1
X ΣX

]
= θ′XAXθX + tr

[
(Q−1

X ΣX)
′MXQ−1

X ΣX

]
.

同様にして，

lim
t→∞

E[Yt] = θY ,

lim
t→∞

E[X ′
tAXY Yt] = θ′XAXY θY , lim

t→∞
E[Y ′

tAY Yt] = θ′YAY θY + tr
[
(Q−1

Y ΣY )
′MYQ−1

Y ΣY

]
.

以上より，(10.22)式が導かれる．

関数Gに偏微分を施し，偏微分方程式 (10.19)に代入し，g0に (4.23)式を代入すると，次
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式を得る．

1

2
tr
[
ΣXΣ

′
XAX + ΣYΣ

′
YAY

]
+

1

2

(
a′XΣXΣ

′
XaX + a′YΣYΣ

′
Y aY

)
+
(
a′XΣXΣ

′
XAX + a′YΣYΣ

′
YA

′
XY

)
Xt +

(
a′XΣXΣ

′
XAXY + a′YΣYΣ

′
YAY

)
Yt

+X ′
t

(
1

2

(
AXΣXΣ

′
XAX+AXYΣYΣ

′
YA

′
XY

))
Xt+Y ′

t

(
1

2

(
A′

XYΣXΣ
′
XAXY +AYΣYΣ

′
YAY

))
Yt

+X ′
t

(
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
AXΣXΣ

′
XAXY + AXYΣYΣ

′
YAY

))
Yt

+
δ

2(γ − 1)(γ + δ)

(
a′XΣXΣ

′
XaX + a′YΣYΣ

′
Y aY

)
+

δ

(γ − 1)(γ + δ)

{(
a′XΣXΣ

′
XAX + a′YΣYΣ

′
YA

′
XY

)
Xt +

(
a′XΣXΣ

′
XAXY + a′YΣYΣ

′
YAY

)
Yt

}
+

δ

2(γ − 1)(γ + δ)

{
X ′

t

(
AXΣXΣ

′
XAX+AXYΣYΣ

′
YA

′
XY

)
Xt+Y ′

t

(
A′

XYΣXΣ
′
XAXY+AYΣYΣ

′
YAY

)
Yt

}
{(

θ′XK
′
X +

γ + δ − 1

γ + δ
λ′
XΣX

)
+X ′

t

(
−K ′

X +
γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

XΣX

)}(
aX + AXXt + AXY Yt

)
{(

θ′YK
′
Y +

γ + δ − 1

γ + δ
λ′
YΣY

)
+ Y ′

t

(
−K ′

Y +
γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

YΣY

)}(
aY + A′

XYXt + AY Yt

)
+ g1(1− log g1)− g1

(
a+ a′XXt + a′Y Yt +

1

2
X ′

tAXXt +
1

2
Y ′
tAY Yt +X ′

tAXY Yt

)
− γ − 1

2γ(γ + δ)

(
λ′
XλX + 2λ′

XΛXXt +X ′
tΛ

′
XΛXXt + λ′

Y λY + 2λ′
YΛY Yt + Y ′

tΛ
′
YΛY Yt

)
− γ − 1

γ
(r0 + r′Xt)−

β

γ
= 0. (10.23)

上式は (Xt, Yt)に関する恒等式なので，次の (a, aX , aY , AX , AY , AXY )に関する代数方程
式が導出される．

1

2
tr
[
ΣXΣ

′
XAX + ΣYΣ

′
YAY

]
+

γ(γ + δ − 1)

2(γ − 1)(γ + δ)

(
a′XΣXΣ

′
XaX + a′YΣYΣ

′
Y aY

)
+
(
θ′XK

′
X +

γ + δ − 1

γ + δ
λ′
XΣX

)
aX +

(
θ′YK

′
Y +

γ + δ − 1

γ + δ
λ′
YΣY

)
aY+

− γ − 1

2γ(γ + δ)
(λ′

XλX + λ′
Y λY )−

γ − 1

γ
r0 −

β

γ
+ g1(1− a− log g1) = 0, (10.24)

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
A′

XΣXΣ
′
XaX + AXYΣYΣ

′
Y aY

)
+ A′

X

(γ + δ − 1

γ + δ
Σ′

XλX +KXθX

)
+ AXY

(γ + δ − 1

γ + δ
Σ′

Y λY +KY θY

)
+
(γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

XΣX −K ′
X

)
aX − γ − 1

γ(γ + δ)
Λ′

XλX − γ − 1

γ
r − g1aX = 0, (10.25)
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γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
A′

XYΣXΣ
′
XaX + A′

YΣYΣ
′
Y aY

)
+ A′

XY

(γ + δ − 1

γ + δ
Σ′

XλX +KXθX

)
+ A′

Y

(γ + δ − 1

γ + δ
Σ′

Y λY +KY θY

)
+
(γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

YΣY −K ′
Y

)
aY − γ − 1

γ(γ + δ)
Λ′

Y λY − g1aY = 0, (10.26)

γ(γ + δ − 1)

2(γ − 1)(γ + δ)

(
AXΣXΣ

′
XAX + AXYΣYΣ

′
YA

′
XY

)
+
(γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

XΣX −K ′
X

)
AX − γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

XΛX − 1

2
g1AX = 0, (10.27)

γ(γ + δ − 1)

2(γ − 1)(γ + δ)

(
A′

XYΣXΣ
′
XAXY + AYΣYΣ

′
YAY

)
+
(γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

YΣY −K ′
Y

)
AY − γ − 1

2γ(γ + δ)
Λ′

YΛY − 1

2
g1AY = 0, (10.28)

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
AXΣXΣ

′
XAXY + AXYΣYΣ

′
YAY

)
+
(γ + δ − 1

γ + δ
Λ′

XΣX −K ′
X

)
AXY + AXY

(γ + δ − 1

γ + δ
Σ′

YΛY −KY

)
− g1AXY = 0, (10.29)

ここで，g1は (10.21)式で表されている．
間接効用関数を構成する未知関数が近似偏微分方程式 (10.19)の解として近似されている

場合の間接効用関数，最適消費，最適投資をそれぞれ「近似間接効用関数」，「近似最適消
費」，「近似最適投資比率」と呼び，それぞれ J̃ , c̃∗, Ψ̃ ∗と表記する．このとき，次の命題を
得る．
命題 10.2. 仮定 8.1・8.2・6.1の下，本問題 (10.2)の近似間接効用関数，近似最適消費，近
似最適投資比率は次を満たしている．

J̃(Z∗
t ) = exp

[
γ

(
a+ a′XXt + a′Y Yt +

1

2
X ′

tAXXt +
1

2
Y ′
tAY Yt +X ′

tAXY Yt

)]
W ∗1−γ

t

1− γ
,(10.30)

c̃∗t = exp

[
−
(
a+ a′XXt + a′Y Yt +

1

2
X ′

tAXXt +
1

2
Y ′
tAY Yt +X ′

tAXY Yt

)]
W ∗

t , (10.31)

Ψ̃ ∗
t =

1

γ + δ

(
λX + ΛXXt

λY + ΛY Yt

)
+

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
Σ′

X (aX + AXXt + AXY Yt)

Σ′
Y (aY + A′

XYXt + AY Yt)

)
, (10.32)

ここで，(a, aX , aY , AX , AY )は代数方程式 (10.24)-(10.29)の解である．

10.3. 最適投資比率の典型例

標準ブラウン運動が N̄次元で，非債券の主要指数が国内J種類，海外第n国 Ĵn種類なので，
物価連動債については，国内 I群，海外第n国 În群の投資対象を N̄ = I+J+

∑N
n=1(În+ Ĵn)

を満たすように設定することにより，最適投資を決定できる．本節では，典型的な物価連動
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債投資戦略として，物価連動債投資比率密度を対象とする投資戦略，物価連動債投資比率を
対象とする投資戦略を取り上げ，各戦略における最適投資比率を示す．
危険証券（非短期安全証券）への投資比率を表す N̄ × 1ベクトルΦt及び危険証券のボラ

ティリティを表す N̄ ×M 行列Bを次のように表記する．

Φt =



ΦP
t

ΦS
t

Φ̂P
1t

Φ̂S
1t
...

Φ̂P
Nt

Φ̂S
Nt


, B =



BP

BS

B̂P
1

B̂S
1
...

B̂P
N

B̂S
N


. (10.33)

また，次の記法を用いる．

∆ΛX
t =

(
0M×(I+J) ∆ΛX

1t ∆ΛX
2t · · · ∆ΛX

Nt

)
, (10.34)

∆ΛY
t =

(
0N×(I+J) ∆ΛY

1t ∆ΛY
2t · · · ∆ΛY

Nt

)
, (10.35)

ここで，∆ΛX
ntはM × (În + Ĵn)行列，∆ΛY

ntはN × (În + Ĵn)行列で，次のように定義され
ている．

∆ΛX
nt =

(
ΛX

t − Λ̂X
nt ΛX

t − Λ̂X
nt · · · ΛX

t − Λ̂X
nt

)
, (10.36)

∆ΛY
nt =

(
ΛY

t − Λ̂Y
nt ΛY

t − Λ̂Y
nt · · · ΛY

t − Λ̂Y
nt

)
. (10.37)

10.3.1. 物価連動債投資比率密度を対象とする投資戦略

消費者が物価連動債の満期までの期間を国内 I群，海外第 n国 In群に区分し，各時点に
おいて各区分への投資比率密度を一定とする投資戦略を採用する場合を考察する．説明の
便宜上，(τ0, τI) = (0, τ̄)，(τ̂n0 , τ̂

n
In
) = (0, τ̂n)と表記し，物価連動債の満期までの期間を国

内 (τ0, τ1], (τ1, τ2], · · · , (τI−1, τI ]，海外第n国 (τ̂n0 , τ̂
n
1 ], (τ̂

n
1 , τ̂

n
2 ], · · · , (τ̂nÎn−1

, τ̂n
În
]に区分する．ま

た，投資比率密度過程を国内 (φ1
t , φ

2
t , · · · , φI

t )，海外第 n国 (φ̂1
nt, φ̂

2
nt, · · · , φ̂În

nt)とする．次の
記法を用いる．

ΦP
t =


φ1
t (τ1 − τ0)

φ2
t (τ2 − τ1)

...

φI
t (τI − τI−1)

 , ΦS
t =


Φ1
t

Φ2
t
...

ΦJ
t

 , Φ̂P
nt =


φ̂1
nt(τ̂

n
1 − τ̂n0 )

φ̂2
nt(τ̂

n
2 − τ̂n1 )
...

φ̂Î
nt(τ̂

n
In
− τ̂nIn−1

)

 , Φ̂S
nt =


Φ̂1
nt

Φ̂2
nt
...

Φ̂Ĵn
nt

 ,

BP =


(τ1 − τ0)

−1
∫ τ1
τ0

b(τ)′dτ

(τ2 − τ1)
−1
∫ τ2
τ1

b(τ)′dτ
...

(τI − τI−1)
−1
∫ τI
τI−1

b(τ)′dτ

 , BS =


b′1
b′2
...

b′J

 ,
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B̂P
n =


(τ̂n1 − τ̂n0 )

−1
∫ τ̂n1
τ̂n0

b̂n(τ)
′dτ

(τ̂n2 − τ̂n1 )
−1
∫ τ̂n2
τ̂n1

b̂n(τ)
′dτ

...

(τ̂nIn − τ̂nIn−1
)−1
∫ τ̂In
τ̂nIn−1

b̂n(τ)
′dτ

 , B̂S
n =


b̂′n1
b̂′n2
...

b̂′
Ĵn

 .

このとき，(10.32)式より，危険証券への近似最適投資比率 Φ̃∗
t は次式で表される．

Φ̃∗
t =

1

γ + δ

(
Σ′

XB
′ +∆ΛX

t

∆ΛY
t

)−1(
λX + ΛXXt

λY + ΛY Yt

)

+
γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)

(
Σ′

XB
′ +∆ΛX

t

∆ΛY
t

)−1(
Σ′

X (aX + AXXt + AXY Yt)

Σ′
Y (aY + A′

XYXt + AY Yt)

)
. (10.38)

尚，短期安全証券への近似最適投資比率は，

1−

(
I∑

i=1

φ̃∗i
t (τi − τi−1) +

J∑
j=1

Φ̃∗j
t

)
−

N∑
n=1

 În∑
i=1

˜̂φ∗i
nt(τ̂i − τ̂i−1) +

Ĵn∑
j=1

˜̂
Φ∗j
nt,

 , (10.39)

である．

10.3.2. 物価連動債投資比率を対象とする投資戦略

消費者が国内 I種類，海外第 n国 În種類の一定満期の物価連動債を投資対象とする戦略
を採用する場合を考察する．投資対象物価連動債の満期を国内 0 < τ1 < τ2 < · · · < τI ≤ τ̄，
海外第 n国 0 < τ̂1 < τ̂2 < · · · < τ̂Î ≤ τ̂nとする．また，物価連動債の投資比率過程を国内
Φ1
Pt, Φ

2
Pt, · · · , ΦI

P t，海外第 n国 Φ̂1
Pnt, Φ̂

2
Pnt, · · · , Φ̂În

Pntとする．次の記法を用いる．

ΦP
t =


Φ1
Pt

Φ2
Pt
...

ΦI
P t

 , ΦS
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
Φ1
t

Φ2
t
...

ΦJ
t

 , Φ̂P
nt =


Φ̂1
Pnt

Φ̂2
Pnt
...

Φ̂În
Pnt

 , Φ̂S
nt


Φ̂1
nt

Φ̂2
nt
...

Φ̂Ĵn
nt

 ,

BP =


b(τ1)

′

b(τ2)
′

...

b(τI)
′

 , BS =


b′1
b′2
...

b′J

 , B̂P
n =


b̂n(τ̂1)

′

b̂n(τ̂2)
′

...

b̂n(τ̂În)
′

 , B̂S
n =


b̂′n1
b̂′n2
...

b̂′
nĴ


このとき，(10.32)式より，危険証券への近似最適投資比率 Φ̃∗

t は (10.38)式で表される．尚，
短期安全証券への近似最適投資比率は，

1−

(
I∑

i=1

Φ̃∗i
P t +

J∑
j=1

Φ̃∗j
t

)
−

N∑
n=1

 În∑
i=1

˜̂
Φ∗i
Pnt +

Ĵn∑
j=1

˜̂
Φ∗j
nt

 , (10.40)

である．
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留意点 10.1. 国際証券投資を国内証券投資と比較するため，国内証券のみに投資する場合，
すなわち，N̄ = I + J で，

Φt =

(
ΦP
t

ΦS
t

)
, B =

(
BP

BS

)
, (10.41)

の場合を考察すると，この場合の近似最適投資比率 Φ̃tは，

Φ̃t =
1

γ + δ
(Σ′

XB
′)−1
(
λX + ΛXXt

)
+

γ(γ + δ − 1)

(γ − 1)(γ + δ)
(Σ′

XB
′)−1Σ′

X

(
aX + AXXt

)
, (10.42)

と表される．
(10.38)(10.42)両式を比較すると，国際証券投資における最適投資比率は，為替レート固

有の状態過程 Ytの変化の影響を，第 1項の近視眼的需要では，為替レート固有のリスクの
市場価格（ΛY

t = λY +ΛYXt）の変化を通じて間接的に，第 2項の保険需要項では，直接的
に受けている．そして，最適投資比率の同変化に対する感応度にリスクの市場価格の内外価
格差を表す∆ΛX

t ，∆ΛY
t が影響を及ぼしている．
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11. 結論と今後の課題

本章では，本研究の成果を結論として総括するとともに，未解決の問題を今後の課題とし
て整理しておく．

11.1. 結論

本研究は，実用に耐える一般性の高い国際証券市場モデルの下，個人及び生保の証券投資
問題において，比較静学と後の実証分析を容易にすべく，最適投資の準解析解，乃至は近似
解析解を導出することを最終目的としている．
第 2章で，短期金利とリスクの市場価格が一般次元の潜在ファクター（状態変数）のア

フィン関数である，一般性の高いアフィン潜在ファクター証券市場モデルを導入し，同モデ
ルの下での諸証券の無裁定収益率過程と予算制約式を導出した．予算制約式は，投資が大き
くなるにつれて，富の実質収益率のリスクを高める一方，リスクの市場価格に比例して富の
実質期待超過収益率を高めること，すなわち，リスクの市場価格は，全消費者共通の単位投
資リスク当たりの対価であることを示した．第 3章～第 7章では，アフィン潜在ファクター
証券市場モデルの下，国内証券投資問題を考察した．
まず，第 3章で考察したCRRA効用消費者の有限時間国内証券投資最適化問題では，HJB

方程式から導出された間接効用関数の非斉次線形偏微分方程式に対しLiu [29]の線形微分方
程式を対象とする準解析解構成法を適用し，準解析解を導出し，最適消費と最適投資を算出
した．同最適投資は，潜在ファクター（状態変数）の変化を考慮しない近視眼的需要項と同
変化に保険を掛ける保険需要項の和として表されること，そして，近視眼的需要項は単位
投資リスク当たりの対価を相対的危険許容度（相対的危険回避度の逆数）で重み付けられ，
保険需要項は状態変数の変化に伴う将来の短期金利低下リスクに対する投資の保険価値を
「1−相対的危険許容度」で重み付けられていることが再確認された．すなわち，最適投資比
率は，単位投資リスク当たりの対価を相対的危険許容度で，状態変数の変化に伴う将来の短
期金利低下リスクに対する投資の保険価値を「1−相対的危険許容度」で重み付けられた加
重平均として表される．これは，相対的危険回避度が，単位投資リスク当たりの対価を相対
的に低く評価する一方，状態変数の変化に伴う将来の短期金利低下リスクに対する投資の保
険価値を相対的に高く評価する度合であることを示している．尚，問題が高度化する次章以
降では近似解析解しか得られないことになるが，本章で得られた解析解は，同近似解析解の
近似精度の分析に資する重要な意義を有していることを強調しておきたい．
次に，第 4章で考察したCRRA効用消費者の無限時間国内証券投資最適化問題では，HJB

方程式から導出された間接効用関数の非斉次線形偏微分方程式に対し，Liu [29]の準解析解
構成法の無限時間版であるKraft et al. [23]の準解析解構成法を検討したが，一般には，解
核関数の積分条件が満たされず適用不可能であることが判明した．そこで，非斉次項に対し
Campbell and Viceira [15]，楠田 [25]の対数線形近似法を適用し，近似解析解を導出し，近
似最適消費と近似最適投資を算出した．同近似最適投資を有限時間問題で導出された厳密
な最適投資と比較すると，潜在ファクターの変化を考慮しない近視眼的需要項は同一である
が，潜在ファクターの変化に保険を掛ける保険需要項は厳密解では潜在ファクターの相当程
度複雑な関数であるにも拘らず，近似解ではアフィン関数と見做していることが判明した．
また，導出された近似解析解の係数体系は一般に解が複数存在する代数方程式の解として

表されているため，本最適化問題を前進・後退確率微分方程式の最適制御問題として再解釈
することで，Maslowski and Veverka [32]を援用し，本最適化問題の解であるための十分条
件を提示した．
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第 5章では，CRRA効用では不可分となっている相対的危険回避度と相対的異時点間変
動回避度（異時点間代替弾力性の逆数）を分離できるEpstein-Zin効用を有する消費者の無
限時間国内証券投資最適化問題を考察した．同問題では，HJB方程式から導出された間接
効用関数の偏微分方程式に非斉次項のみならず非線形項が現れた．従って，Epstein-Zin効
用消費者の証券投資最適化問題の場合，有限時間問題であっても，線形微分方程式を対象と
した，Liu [29]の準解析解構成法は適用できないことが判明した．そこで，非斉次項に対し
てCampbell and Viceira [15]，楠田 [25]の対数線形近似法を適用して近似解析解を導出し，
近似最適消費と近似最適投資を算出した．近似最適投資において，異時点間代替弾力性は，
相対的危険許容度のように，単位投資リスク当たりの対価と（状態変数の変化に伴う将来の
短期金利低下リスクに対する）投資の保険価値に重み付けを与えておらず，投資の保険価値
のみに直接影響を与えることが示された．
また，CRRA効用の場合と同様に，同近似解析解の係数体系は一般に解が複数存在する代数

方程式の解として表されているが，効用関数が再帰的に定義されていることから，Maslowski

and Veverka [32]を適用することはできない．そこで，再帰的効用関数を対象とした前進・
後退確率微分方程式の最適制御問題に十分条件を与えているAgram and Øksendal [1]を援
用して，本最適化問題の解であるための十分条件を提示した．
第 6章では，相似拡大的頑健効用消費者の無限時間国内証券投資最適化問題を考察した．

最悪確率を求める効用最小化後に現れる最悪確率下の予算制約式は，曖昧性を考慮しない
場合の単位投資リスク当たりの対価は全消費者共通のリスクの市場価格であったのに対し，
相似拡大的頑健効用消費者にとっての最悪確率下の単位投資リスク当たりの対価は相対的
曖昧性回避度に依存しており，消費者によって異なることを示した．すなわち，より曖昧性
回避的な相似拡大的頑健効用消費者であるほど，最悪確率において，単位投資リスク当たり
の対価をリスクの市場価格よりも低く想定し，その結果，最悪確率下の富過程の実質期待超
過収益率を低く想定することを示した．次に，最悪確率下の効用最大化問題を解いた後に
現れた間接効用関数の偏微分方程式には，Epstein-Zin効用の場合と同様に，非斉次項のみ
ならず非線形項が現れたので，非斉次項に対数線形近似法を適用して近似解析解を導出し，
近似最適消費と近似最適投資を算出した．近似最適投資において，CRRA効用の場合は単
位投資リスク当たりの対価に相対的危険許容度を，（状態変数の変化に伴う将来の短期金利
低下リスクに対する）投資の保険価値に「1−相対的危険許容度」を重み付けていたのに対
し，相似拡大的頑健効用の場合は，単位投資リスク当たりの対価に「相対的不確実性許容度
（相対的危険回避度と相対的曖昧性回避度の和の逆数）」を，投資の保険価値に「1−相対的
不確実性許容度」を重み付けることが判明した．
第 7章では，生保頑健運用問題を考察した．本問題に関しては，楠田 [26]が生命保険会

社の生保販売を証券の空売り投資と見做し，生保債務をポートフォリオに組み込む新たなア
プローチにより，生保頑健運用問題を楠田・菊池 [27]の消費と長期証券投資の最適化問題
の枠組みの中に位置付け，近似解析解を与えている．そこで，生保頑健運用問題を第 6章の
枠組みの中に位置付け，近似解析解を導出し，近似最適投資比率を算出した．
第 8章では，アフィン潜在ファクター（国内）証券市場モデルを拡張した，菊池 [21]のア

フィン潜在ファクター国際証券市場モデルにおいて，対数線形近似法を可能とすべく非定常
ファクターを捨象したモデルを仮定し，内外諸証券の無裁定実質価格過程を算出し，予算制
約式を導出した．
最後に，アフィン潜在ファクター国際証券市場モデルの下，第 9章でCRRA効用消費者
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の有限時間国際証券投資問題を，第 10章で相似拡大的頑健効用消費者の無限時間国際証券
投資問題をそれぞれ考察した．危険証券の（近似）最適投資比率は，為替レート固有の状態
過程の変化の影響を，近視眼的需要では為替レート固有のリスクの市場価格の変化を通じて
間接的に，保険需要項では直接的に受けているほか，最適投資比率の同変化に対する感応度
にリスクの市場価格の内外価格差が影響を及ぼしていることが判明した．

11.2. 今後の課題

先ず，本研究では，近似解析解の近似精度，消費・富比率，投資比率の実証分析には至っ
ていない．
本アフィン潜在ファクター証券市場モデルでは，インフレ率過程が特定されておらず，実

証に必要となる諸証券の名目収益率過程が導出されていないほか，実証においてファクター
数を現実的な 3以上に設定した場合，推定対象の未知係数が多数に上り，推定負担が過重に
なるという問題がある．これらの問題については，インフレ率過程を特定し，諸証券の名目
収益率過程を導出するほか，潜在ファクターに対する適当な「不変アフィン変換」（Dai and

Singleton [18]）とブラウン運動に対する適当な直交変換により，潜在ファクターの従う確率
微分方程式を簡素な標準形に変換することで対応できる．
また，消費者が現実の消費・投資の決定に本モデルを利用する場合，アフィン潜在ファク

ター証券市場モデルの未知係数体系を推定するほか，時々刻々観測される時系列データを
用いて，時々刻々変動する潜在ファクターを逐次推定する必要がある．かかる推定は，標準
形アフィン潜在ファクター証券市場モデルを線形定常確率システムとして解釈し，Kalman

フィルター・アルゴリズムに基づく最尤推定法により実現できる．
次に，個人資産運用問題については，本研究で取り扱ったCRRA消費者の有限時間国際

証券投資問題において，効用を相似拡大的頑健効用に置き換えるほか，ポートフォリオに人
的資本と住宅資本を織り込んだ最適化問題を考察する必要がある．従って，個人資産運用問
題において適切な有限時間版の相似拡大的頑健効用を検討する必要があるほか，定常性の仮
定の下では有効であった対数線形近似法を見直す必要がある．また，人的資本と住宅資本の
適切な収益率モデルを考察する必要がある．
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